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Un' osservazione sui coefficienti di Legendre-Stieltjes di una
funzione non decrescente. (*)

Nota di GriovANKA G-REGORiisri (a Eoma)

Sutito. - Si apporta un complemento ad un teorema del Prof. A. GHIZZÊTTI

riguardante le condisioni necessarie e sufficienti per i coefficienti di
LJEGENDRE-STIELTJES di una funeione non decrescente.

S u m mar y - A theorem o f Prof. A. GHIZZETTJ, concerning the sufficient
and necessary conditions for LEGENDEE-STIELTJES coefficients of a
not decreasing function, is performed.

In una Nota recente il Prof A. GHIZZETTI (l) ha dato le condi-
zioni necessarie e sufficienti affinchè un'assegnata successione
\ ck\ di numeri reali sia quella dei coefficienti di LEGENDRE-
STIELTJES di una OL(X) non decrescente. Occorre introdurre accanto
a \ ch\ la successione | bh | definita da (2)

i
1 f

(t) bh =7Ï I cos küduix), (6 = a rcos x ; 0<çô<Ç7v; fc = 0 , - l , 2, . . .)2 i
e successivamente i determinanti

...h
h. ?>* h,

(2) B» =
b, bu &, ... 6fc_.1 0 1 \[ (fc = 0, 1,2,...).

Allora le predette condizioni consistono nel verificarsi di nno
dei seguenti due casi :

(I) per un certo intero w, risulta Dh > 0 (Je =: 0, 1, ..., n — i) ;

(II) risulta D* > 0 (Je = 0, 1, 2,..).

(*) Lavoro eseguito presso l'Istituto ITazionale per le applicazioni del
Calcolo.

(J) Yedi A. GHIZZBTTI, Sut coefficienti di Legendre-Stieltjes di una fun-
zione non decrescente, « Rend. Lincei », s. VIII, Toi. XX, pp. 753-758
(1956).
(2) 1 numeri bk si esprimono linearmente per mezzo dei c ĵ vedi

GHIZZETTI, op. cit.
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Inoltre il caso (I) si yerifica soltanto se si présenta uno di
questi quattro sottocasi :

(Ij) n è pari e oc(sc) è funzione di ripartizione di 5 masse posi-

tive concentrate in altrettanti punti interni a (—1, 1);

(I,) n è pari e OL(X) è funzione di ripartizione di ^ -+- 1 masse

TV

positive, di cui 2 concentrate negli estremi di (— 1, 1) e „ - 1 in

punti interni;

(I3) n è dispari e <x(x) è funzione di ripartizione di —-—masse
2

positive, di cui una concentrata nell'estremo sinistro di (—1, 1) e» — 1 . , . . , .—g— in punti mterni ;

(I4) n è dispari e <t(x) è funzione di ripartizione din masse

positive, di cui una concentrata nelUestremo destro di (—1, 1) e

—5— m punti mterni.

In questa Nota ei proponiamo di dare un criterio che permetta
di distinguere dall'esame dei ch i quattro precedenti sottocasi. A
talé seopo conviene considerare, assieme alla successione | bh !,
un? altra successione | 6ft* i definita da

(3) bk*= - \'bk = - {bk+l - 2bh

e corrispondentemente i determinanti

(fc = 0, 1, 2,...)

(4) D K * =

b* b*. b* ... bk*

b* b* b* ...6*»_,.

b* b* b* ...ô*4_s

•6** &*»_, 6*,-2 . . .6o*

( k = 0 , 1, 2,...).

Sussiste allora il seguente :

TEOBBMA: Nei quattro sottocasi (Jj), (Js), (ƒ,), (J4) SOMO verificate,
oltre alle condizioni già mensionate D A > 0 (k = 0, 1,..., » - 1);
D s ^ 0 (fc = n, n -+• 1, w •+• 2,...), rispettivamente Ie seguenti altre :

(Il)npari;D,*>0 (k = 0, 1,..., » —1); Dt* = 0 (* = «, n + l,...);
i>A*>0 (fc = 0, 1,..., n - 2 ) ; DA* = 0 (fc = w - l , w,...);
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(13) » dispari; Dh* > 0 (fc = 0, 1 , . . . , n — 1); Dft* = 0 (k = n9

n+ 1, ...);

(14) » dispari; DA* > 0 (fc = 0, 1, . . . , n — 2); D/* = 0 (fc = » — 1,
»,...).

DiMOSTRAZiONE. - Biferiamoci per esempio al caso (Ii). La a(x)

è funzione di r ipartizione di ~ masse positive s i ? si1 ... , sM eon-
• ' " à 2

centrate in punti a^, xt,..., x» tali da aversi — 1 < xt <z x% <C
2

< ... < aïn < 1- A questi valori xr corrisponderanno dei valori 6f.

tali che •K > 64 > 02 > 63 > ... > 6„ > 0. Dalla (1) si trae pertanto

1 ^
(5) &A^ö Ss r -cos&e t . ,

e successivamente dalla (3)
n

(6t) &A* = 5 S 2sr - (1 — cos er) • cos &6t.

La (6J mostra che i &A* coincidono con i &fe della funzione di

ripartizione delle ^ masse positive 2sJl — cos 6.) concentrate nei

punti iiiterni xr; tale funzione verifica dunque il caso (I£) e ne
segue la tesL .

Analogamente negli altri tre sottocasi. Gon notazioni evidenti
si trovano infatti in luogo di (6J rispettivamente Ie

n—l

• (1 —'- cos 6,) • cos fcÔ,.

s S 2sr • (1 — cos 6,.) • cos fcô,.

n—l
<Q \ 1 ~^~
v 4? 6**.= 2 S 2s r • (1 — cos Ô,). cos fcÔr,

eosicchè i b^ vengono ad appa r i r e come i bk di u n a funzione di
r ipa r t i z ione r i spe t t i vamen te del t ipo (I3) con n — 1 in luogo di » ,
(I3), (Ii) con n — 1 in luogo di ». D a ciö segue i m m e d i a t a m e n t e
la tesi .


