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A enne osservazioni sul T integrale secondo Riemann-Stieltjes.

Nota di GITJSEPPE AR^ESE (a Bari)

Snuto. - Come nelle prime righe della nota.

1. Oggetto di questa nota é lo studio del comportamento di una
massa elementare ot(T) (*) neirintorno (z) dei punti di WEIERSTRASS

di una funzione illimitata f(P) definita in un insieme limitato
ICHS,., in relazione ai valori assunti dal massimo e dal minimo
integrale, secondo RIEMASTK - STIELTJES, di f(P) su I, rispetto ad
a T) (3). Tale studio verra fatto nel n. 3; nel n. 2 vengono stabiliti
due lemmi preliminari ; nel n. 4 viene, infine, dimostrato un
corollario.

2, Indichiamo con ?', ?" i punti di WEIERSTRASS relativi, rispet-
tivamente, all' e'stremo inferiore ed a quello superiore di f(P) in I.

Indichiamo poi con T£' (T%") gli intervalli della generica decom-
posizione coordinata <3), aventi punti in comune con J e tali che
in I • T& (I*T^f) f(P) sia illimitata inferiormente (superiormente)^

Con T^ , infine, designamo gli intervalli di 3) che sono contem-
poraneamente dei due tipi suddetti.

LEMMA 1. - Se in un intervallo R esiste un punto P tale che,
per ogni intervallo T con P ( T c E e con un punto estremo in una
determinata regione RSCP) (4), sia a(T) =r 0, allora si ha Va(H) — 0.

La dimostrazione di questo lemma é semplice e coinvolge solo
V additività di a(T); noi, qui. riteniamo di poterla tralasciare.

LEMMA 2. - Se esiste una decomposizione S>* tale che, per ogni
intervallo T^", T& di 3)*, si abbia

Na{T%') = 0, Pa{Tï) = 0(Pa(T*") = 0, iVa(T€') - 0)

(1) Cfr. PICONE-"VIOLAJ Lezioni sulla teoria moderna dell'integra&ione,
Ed. scient. Einaudi , 1952, Cap. I I , § 16, p. 51.

A questo t ra t ta to , sia per il simbolismo ohé per la metodologia, mi
riferirö continuamente nel seguito.

(2) I I senso di questa locuzione apparirà chiaro nel seguito.
(3) Cfr. Op. cit. nella nota (1) Cap. I I I , § 21, p. 67.
{*) Cfr. Op. cit. nella nota (1) Cap. I I , § 17, p . 55.
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risulta

\ f(P)doL > — oo ( l /'(P)da < H- oo) .

DIMOSTRAZIONE. - Sia, per ogni intervallo Tê", T% di ®*,

Poniamo

ove TA* sono gli intervalli di S)* aventi punti in comune con I e
diversi da T£", T£'. Intendiamo esclusi dalle somme suscritte gli
intervalli Tê, per i quali é Va(Tê) —0.

Per una generica decomposizione S) seguente ®*, consideriamo
gli insiemi I • S T&(2)), I • 2T~ TJk(®), le somme essendo estese agli
intervalli Tk di 2), con T^»i'4:::^ e> rispettivamente, a(Tft) > 0.
a(Tfc)<0.

Poniamo, infine,

w(3>) = est. inf. di f(P) in ƒ • 2 + Tfc(3))

JfO)-z= est. sup. di f(P) in I • 2T Tk(©)

m — est. inf. di f(P) in Jê" -+-J*

ilf =es t . sup. di f(P) in H' -hl*.

Poiché

si ha
m < w(®) , Jf O) < Jtf.

Quindi, per una generica decomposizione S) seguente 2)* e per
una arbitraria scelta dei punti P^ negli insiemi ITh =^-0, si ha:

) ( ) f ( ) . a(T,) -f- 2

w(ffi) • S + a(Tfc) -

= m — Jf . 2 " |a(TA) I ̂  £T. 2* I a(Tfc) | > Jï

ove ïï é un numero, che é lecito supporre negativo, minore dei
numeri m, — M ; T é un intervallo contenente 1 nel proprio interno.

Quindi

ƒ
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r ff

3. TEOREMA 1. - Se ƒ f(P)da, Jf(P)da sono eniramhi finiti, esiste
i i

una decomposizione 3)* tale che, per ogni decomposizione ad essa
seguente 3), gli intervalli TÉ", TÉ' di 3) hanno massa a(T£") =

E viceversa.

DIMOSTRAZÏOKE. - Bagionando per assurdo, qualunque sia la
decomposizione 2), esista una decomposizione seguente ~3) tale che.
per almeno un intervallo, per esempio del tipo TÉ", di ©, si abbia,
per esempio, a(Tê")<;0. Sarebbe allora possibile, in relazione
a 3), scegliere i punti Pk negli insiemi I* Tk=\=fl in modo che
S?if(Pit)a(Tji) < H, con i î prefissato a piacere. Ciö sarebbe contrario
alle ipotesi.

Yiceyersa, se esistesse una decomposizione 3)* tale che, per
ogni decomposizione ad essa seguente 3), gli intervalli T&r, T*f di
S) abbiano massa a(Tê") = a(T£') ^rO, in virtü del lemma 1, per
gli intervalli TÉ", TÉ' di 3) si avrebbe Vût(TÉ/l)=V«(TÉr) = 0, e
quindi, per il lemma.2, conseguirebbe la tesi. c.d.d.

f ft

TEOREMA 2. - Se j f(P)doc — X (finito), ƒ f(P)da = -»- oo, esiste una
i i

decomposizione •©* tale che, comunque si consideri una decomposi-
zione ad essa seguente 3), tutti gli intervalli T^", T*' di 3) hanno
massa a(TÉ")>0, a ( T ^ ) < 0 , rispettivamente (5).

La dimostrazione é sostanzialmente analoga a quella della prima
parte del teorema 1.

TIn risultato analogo si ottiene quando jf(P)doc = — oo e
" . i

ff(P)dx = A (finito).
r ff

TEOREMA 3. - Se yf(P)da = — oc, yf(P)da = -+- oo, qualunque sia

la decomposizione ©, esiste sempre una decomposizione ad essa
seguente S> tale che sia soddifsatta almeno una délie propriété
seguenti :

a) Fra gli intervalli T%" (oppure TÉ') di %> ve n'è almeno
uno con P a (TS")>0 (P f l(TÉ')>0) ed almeno uno con N a (TÉ ' )>0
(Na(TÊ') > 0).

(5) IS'on puö essere, in virtù del teor. 1, a(TÉ") = a(TÉ') = 0 per ogni
TÉ", TÉ' di ogni 3) seguente a S)*.
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b) Vi sono almeno due intervalli T£", T& di ® con P«(T£") > 0,
0 (oppure Na(Tê") > 0, Na(T^) > 0).

DIMOSTRAZIOI^E. - Esista, per assurdo, una decomposizione ®*
tale che, per tutti gli intervall Té", T^' di ©*, sia Na(T%") =
= Pa(T£') = 0 oppure Pa(T^') = N*(T&) = 0. Per il lemma " 2,
allora, si cadrebbe in contraddizione. c. d.d.

OSSERVAZIONE. - Se f(P) è illimitata solo superiormente o infe-
riormente, deve essere necessariamente soddisfatta solo la pro-
prietà (a).

4. Diamo ora un corollario che costituisce una generalizzazione
del teorema fondamentale dell'integrazione secondo RIEMANN-

STIELTJIES (6).

COROLLARIO. - Se ƒ f(P)da, ƒ f(P)da sono finiti, posto^
i i

8f(S» = ^ef(I. Ti) • a(Tk) -4- ?TEf{I. Th). a(ÎV)

S r(®) = S + jB r(I • Tfc) • a( Tfc) •+• S " e r ( I • Tfc). a( TK)
si ha

t rf f

lim SfÇSf) = ff(P)dPa - l f(P)dNa = [ f(P}ék

ff f ff

lim Sr(S>)= [f(P)dPa- (f(P)dNa= [f(Pyd* (7).

- Esiste una decomposizione ®* tale che, per
tutti gli intervalli T*", T '̂ di ®*, si ha • V«(T6") = F«(T^) = 0
(teor. 1 e lemma 1).

Poniamo D = S T ^ + 2 Tê', I* = J . ( D - H ) ) , r = J - I * Si

trova facilmente che ƒ /"(P)da = ƒ f{P)dx, f f(P)d* = ƒ /(P)da,

ƒ f(P)dPa = ƒ f(P)dPa ed analoghe ; é ovvio, poi, che per ogni
I 7'

decomposizione © seguente ®*, le somme del tipo sf(%>), Sr(%>) sono
Ie stesse per I e J'. Sfruttando^ quindi, il fatto che in T f(P) é
limitata e per essa vale il teorema fondamentale citato. si perviene
alle formule scritte. c. d. d.

(6) Cfr. Op. cit. nella nota (1), Cap. I I I , § 22, p. 70.
(7) P e r i sLmboli clig qui intervengono cfr. nota précédente.


