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A cune osservazioni sull’integrale secondo Riemann - Stieltjes.
Nota di G1USEPPE ARNESE (a Bari)

Sunto. - Come nelle prime righe della nota.

1. Oggetto di questa nota é lo studio del comportamento di una
massa elementare «(T) (') nell’intorno (%) dei punti di WEIERSTRASS
di una funzione illimitata f(P) definita in un insieme limitato
I S,, in relazione ai valori assunti dal massimo e dal minimo
integrale, secondo RIEMANN-STIELTIES, di f(P) su I, rispetto ad
o T) (%). Tale studio verra fatto nel n. 3; nel n. 2 vengono stabiliti
due lemmi preliminari; nel n. 4 viene, infine, dimostrato un
corollario.

2, Indichiamo con £, £ i punti di WEIERSTRASS relativi, rispet-
tivamente, all’estremo inferiore ed a quello superiore di f(P) in I.

Indichiamo poi con T'# (T4") gli intervalli della generica decom-
posizione .coordinata 9, aventi punti in comune con I e tali che
in I.T% (I.T%") f(P) sia illimitata inferiormente (superiormente),

Con T, infine, designamo gli intervalli di 9 che sono contem-
poraneamente dei due tipi suddetti.

. LEMMA 1. - Se in un intervallo R esiste un punto P tale che,
per ogni intervallo T con PETCR e con un punio estremo in una
determinata regione R(P) (*), sia «(T) = 0, allora si ha V4R)=0.

La dimostrazione di questo lemma é semplice e coinvolge solo
P additivitd di «(7T); noi, qui, riteniamo di poterla tralasciare.

Lemua 2. - Se esiste una decomposizione D* tale che, per ogni
intervallo T¢", T¢ di D*, si¢ abbia

Ny(T&) =0, Po(T¥)=O0(P(T¥) =0, N(T%) = 0)

(!) Cfr. Picone-VioLa, Lezioni sulla teoria moderna dell’integrazione,
Ed. scient. Einaundi, 1952, Cap. II, § 16, p. 51.

A questo trattato, sia per il simbolismo che per la metodologia, mi
riferird continuamente nel seguito.

(®) Il senso di questa locuzione apparira chiaro nel seguito.

(3) Cfr. Op. cit. nella nota (1) Cap. III, § 21, p. 67.

(*) Cfr. Op. cit. nella nota (1) Cap. II, § 17, p. 55.
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risulla

l/f(P)d“>—OO(Iff(P)dcx<+oo).

DIMOSTRAZIONE. - Sia, per ogni intervallo T&’, T¢ di 9*,

NATE) = P(T¥)=0.
Poniamo

I =I.5T¢, I# =1.37T¢, I*+=1I.3, T*,

ove T,* sono gli intervalli di 9* aventi punti in comune con I e
diversi da T&", T¢. Intendiamo esclusi dalle somme suscritte gli
intervalli Té per i quali 6 V,(T%) = 0.

Per una generica decomposizione 9 seguente D*, consideriamo
gli insiemi 7. »r T«(D), I-37 I'(D), le somme essendo estese agli
intervalli T, di 9, con T, -I3Q e, rispettivamente, «(7,)> 0.
a(Tr) < 0. ‘

Poniamo, infine,

m(D) = est. inf. di f(P) in I-2" Tw(D)
M(D) =est.sup. di f(P) in I-E" TW(D)
m = est. inf. di f(P) in I&" + I*
M = est.sup. di f(P) in I& + I*.
Poiché )
I.Z" Ty I8 + 1% , 1.37 T I¥ + I¥,
si ha

m=m® , M©)<M.

Quindi, per una generica decomposizione 9 seguente D* e per
una arbitraria scelta dei punti P, negli insiemi I'Tw 3=Q, si ha:

6 = Inf(Pr)» o T) = 27 f(Pr) - «(T) + 57 f(Py) - (T =
= m(D) - Z ATh) + M(D) - 2" «(T)=m - Z" oTh) + M+ X~ o(Th) =
=m-2 | o(Th)| — M+ 5" || =HZu|(Tr) | = H: V(T),

ove H é un numero, che é lecito supporre negativo, minore dei
numeri m, — M; T é un intervallo contenente 1 nel proprio interno.
Quindi

/f(P)doczﬂ- VolT) >~ 00w 4.4,
I

42
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3. TeEorEMA 1. - Se / f(P)de, [ f(P)do sono entrambi finiti, esiste
I i

una decomposizione D* tale che, per ogni decomposizione ad essa
sequente D, gli intervalli T&, T¢ di D hanno massa «(TE')=
= «(T¢) = 0.

E wviceversa.

DiMosTRAZIONE. - Ragionando per assurdo, qualunque sia la
decomposizione 9, esista una decomposizione seguente % tale che,
per almeno un intervallo, per esempio del tipo T%”, di 3. si abbia,
per esempio, «(T%&’)< 0. Sarebbe allora possibile, in relazione
a 9, scegliere i punti P, negli insiemi I.T,==Q in modo che
Zrf(Pr)(Tr) << H, con H prefissato a piacere. Cid sarebbe contrario
alle ipotesi.

Viceversa, se esistesse una decomposizione D% tale che, per
ogni decomposizione ad essa seguente 9, gli intervalli T&”, T¢ di
%@ abbiano massa oc(Ti”)=<x(T5’):0, in virtu del lemma 1, per
gli intervalli T&’, T%# di D si avrebbe V,(T¢)= V(T¢)=0, e
quindi, per il lemma 2, conseguirebbe la tesi. c.d.d.

1"

TEOREMA 2. — Se ff(P)doc =X (finito), f f(P)do. = + oo, esiste una
T i :

decomposizione D* tale che, comunque si consideri una decomposi-
zione ad essa seguente D, tutti gli intervalli T8, T¢ di D hanno
massa «(T¢) =0, «(T%) << 0, rispettivamente (%).

La dimostrazione ¢é sostanzialmente analoga a quella della prima
parte del teorema 1.

Un risultato analogo si ottiene quando ff(P)da_ co e

ff(P)dot = A (finito).

TrOREMA 3. - Se f f(P)dx = — oo, f f(P)dox = + oo, qualungue sia
4 I

la decomposizione D, esiste sempre una decomposizione ad essa
sequente 9 tale che sia soddifsatta almeno una delle proprieta
sequenti :

a) Fra gli intervalli TE' (oppure T¢) di D we w'é almeno
uno con P,(TE")>0 (Pa(Tﬁ’)>0) ed almeno uno con N (TE') >0
(NL(T%) > 0).

(5) Non pud essere, in virtd del teor. 1, a(T%") =(T&) =0 per ogni
&7, T& di ogni 9 seguente a D*.
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b) Vi sono almeno due intervalli T&", T¢ di D con Po(T")>0,
PL(TE&) > 0 (oppure N (T&") > 0, Ny(T%) > 0).

DiMosTRAZIONE. — Bsista, per assurdo, una decomposizione D*
tale che, per tutti gli intervall T&", T& di 9% sia N (TE') =
= P(T¥)=0 oppure PuT¢)=N,T%)=0. Per il lemma 2,
allora, si cadrebbe in contraddizione. c.d.d.

OsSERVAZIONE. — Se f(P) & illimitata solo superiormente o infe-
riormente, deve essere necessariamente soddisfatta solo la pro-
prietad (a).

4. Diamo ora un corollario che costituisce una generalizzazione
del teorema fondamentale dell’integrazione secondo RIEMANN-
StiELTIIES (°).

’ "

COROLLARIO. — Se / f(P)de, / f(P)d« sono finiti, posto-
T i

$/(D) =SV e (I+ Toy - «To) + 2" E (I - Ti) - «(T5)

SHD)=S"E (I Tw) - (Tu) + S ep(I - Ta) - o( Th)
st ha

’ 7

lim s/(9) = | f(P)dP, — «f(P)dNo‘: nf(P)doc
im0 [ o~ [ ey

lim S(D)= f f(PYAP, — [ F(PYAN, = f f(Pyda (7).
D—8 T I i

DIMOSTRAZIONE. — Hsiste una decomposizione 9* tale che, per
tutti gli intervalli T&’, T¢ di 9% si ha V (T&)= V(T¥)=0
(teor. 1 e lemma 1). ‘

Poniamo D=XT¢" 43X T¢%, F=1.-(D—FD), I'=I—1I*% 8Si

” rr

trova facilmente che [ f(P)dx = [ f(P)dw, [f(P)dx = [ f(P)da,
I I I Ir

f f(PYdP, = ] f(P)aP, ed analoghe; é ovvio, poi, che per ogni
b r

decomposizione 9 seguente D* le somme del tipo s,(D), SH(D) sono
le stesse per I e I’. Sfruttando, quindi, il fatto che in I’ f(P) é
limitata e per essa vale il teorema fondamentale citato, si perviene
alle formule scritte. c.d.d.

(6) Ofr. Op. cit. nella nota (1), Cap. III, § 22, p. 70.
(") Per i simboli che qui intervengono cfr. nota precedente.



