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Sulle onde piane magneto-idrodinamiche propagantisi
in una generica direzione.

Nota di G-iovANNi CRTJPI (a Messina)

Sunto. - Scopo della Nota è di dimostrare V esistensa di onde piane ma-
gneto-idrodinamiche, la cui dire&ione di propagasione è diversa, ma
non ortogonale, alla direzione del campo magnetico impresso.

Summary. - It is the aim of this work to demonstrate the existence of ma-
gneto-hydrodynamical plane waves which have the direction of propa-
gation different^ but not orthogonal, to the direction of impressed ma-
gnetic field.

Il Prof. AIJFVËK, studiando i fenomeni magneto-idrodinamici
che nascono quando un fluido incomprimibile, elettricamente con-
duttore, si muove in un campo magnetico uniforme e costante, ha
stabilito V esistenza di onde piane magneto-idrodinamiche propa-
gantisi nella direzione del campo magnetico esterno.

Mi sono domandato se simili onde esistano anche in una gene-
rica direzione u, formante un angolo 6 col campo magnetico esterno.

In questa Nota, espongo il procedimento attraverso cui sono
riuscito a caratterizzare tali onde. In particolare, dimostro che Ie
grandezze caratteristiche délie onde piane magneto-idrodinamiche,
propagantisi nella generica direzione u, soddisfano all'equazione

ït)
a s * d*<t> _
W ~ 'm —

= —, V2— —— 1, e determino, — in funzione dell'angolo 8,

che u forma con 2?0 (JB0 = induzione del campo magnetico im-
presso) —, Ie formule generali che esprimono la velocità di pro-
pagazione ed il fattore di attenuazione di queste onde.

(*) ALFVÉN A., « Arkiv für raatematik, astronorai, physik », Bd. 29
n. 2, 1942. Cosmical electrodynamics, cap. IV, Oxford University Prees.
1950.
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Per quanto riguarda il sistema di equazioni su cui fondare la
ricerca, scelgo il seguente sistema d L EULER - MTNKOWSKI, già
utilizzato in recenti lavori (2),

dv . ^ 1 (1
-T H- (v grad)v — F -*- - \- I f\ B — grad p

B = ~ c rot E

T> -+- Iz=zcvot H

„ B X

B X
Ut. £Ut, ' X

r = a (JET + - « A J B

(in)
div v = |0

Z> = 0

div ^ = 0,

che si ottiene accoppiando Ie equazioni delP idrodinamica di
ETJLER con quelle delPelettrodinamica dei mezzi in moto di MIN-

v
KOWSKT, approssimate ai termini di primo ordine in p = - (v = velo-

cità della generica particella, c =: velocità della luce.nel vuoto). Si è
indicato con F la forza non elettromagnetica agente sul fluido, con
p la pressione, con I la densità di corrente elettrica, con E Pinten-
sità elettrica del campo, con H V intensità magnetica, con _D lo
spostamento elettrico, con B Pinduzione inagnetica, con p la den-
sità del fluido, con er 3a eon'ducibilità, con s la costante dielettrica
e con (x la perméabilité.

Per avere il sistema di E U L E R - M A X W E L L , usato dal Prof.
ALFVÉN, basta porre X == 0 nelle precedenti equazioni.

2. Assumiamo il sistema di riferimento inerziale S(O, x, y, %, t)
con Passe Qz coïncidente in direzione e verso con J50. L/e gran-
dezze caratteristiehe associate alle onde piane propagantisi nella
direzione u(an a8, a3 = cos 6) sono funzioni di x, y, z, t, anzi, di

(1) Ç = kr • u — o)t,

(2) CARINI Qr., Sulle equazioni della magneto-idrodinamica, « Rend.
Lûncei »> ser. VIII, vol. XXI, fase. VI (1956). Sulle soluzioni stasionarie,
«Rend. Lincei », ser. VIII, vol. XXIII, fase. I (1957).
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dove v =z P — 0, h = ku è il vettore di propagazione ed « è un
parametro prefissato.

Osserviamo che

(2) B = Bo -f- b

dove b è il contributo all'induzione magnetica del campo indotto.
In virtù délia (1), e tenendo presente la (2), le (III) si specia-

lizzano nelle

d(v • u) d(D • u) d{b • ti)

dt ' dt, ' dX, ~

e da queste, per la natura del problema, si ha

(3) v - u = 0, 1> . u = 0, b - w — 0 .

Premettiamo, adesso, le identità

rot (v / \ .B) = (B grad)v — (v grad)^ — B div v -h v div JS

rot (v /\ JD) ̂  (D grad)^ — (v grad)Z) — D div t; -H V div X>

JB / \ rot B s= - grad i?2 — (JB grad)J5 ;
Ci

queste, per le (III), ed osservando che, in virtù délie (1) e (2),

(B grad)v = (b grad)V-4-(JB0 grad)« = \bl ~ -+- b% — + h3 —jv H-

dv dv dv dv
~^~ JLJn — ' ' ]i/\b * li4/\ _jy ~¥~ -Dn — zmz JÖA — •

(JD • grad)v = 0, (v • gra)I> = 0 ,

si particolarizzano nelle

m rot (v /\ JD) = 0

i
J5 A r o t ^ ^ ^

Quindi, dalle (I), trascurando JD ed Ẑ , eliminando .E, H, I, in
virtù délie (II), e tenendo presenti le (4), si deduce il seguente
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sistema

dv 1 Bo dB 1
H- —- grad B2 —- = — - g rad p

dt 2puL ö pa dz p & \

(5)
dB c cX dv
—2 = — - rot J> -f- - - E o —

D -+- — v 7\ J5J — - rot JS Xj = -
— Xc

Poichè, in v i r tù della (1), 1' operatore grad si r iduce

moltiplicando la pr ima delle (5) sca larmente per u, si ott iene

U'S iSW- l * S

Dopo la (6), dalla prima delle (5) si ha

K } dt w 90

Da quest' ultima si 'deduce, in virtù. della (1), che se la dire-
zione u di propagazione dell'onda si sceglie ortogonale al campo
impresso JB0 (praticamente alPasse Oz) la velocità euleriana risulta
indipendente da t. Perciö, in direzione ortogonale al campo im-
presso non ha senso parlare di onde piane magneto-idrodinamiche.

Conveniamo di scegliere u non ortogonale a Bo.

Eliminando D dalle ultime due delle (5) si ha

_ dv c? * dB n '
BoT~ ~h — ^B — —i = 0 ,

0 dz (Xff dt '

ed infine, eliminando v da quest'ultima e dalla (7), otteniamo che
B soddisfa all' equazione

T7 d2B d*B -A

c B
dove m = — e Vz = —— .

{/.ff p(X

Si dimostra che alla stessa equazione soddisfano anche le al tre
grandezze.
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Poichè i coefficient! délia (8) sono indipendenti dal paramefcro lr

possiamo concludere che — nel problema in esame — il sistema
di ETTI/ER-MINKOWSKI e quello di ETTI/ER-MAXWELIL. conducono alla
medesima risolvente.

3. Per la (2), è ovvio che anche h soddisfa alla (8).

Tentiamo di soddisfare alla (8) con una

(9) h — &0&e*ifcr •«-<"»')

dove w è prefissato e fc è da determinarsi opportunamente.
Sostituendo la (9) nella (8) si trova-

* "~ V' cos Jö —

e da quest'ultima, con passaggi elementari, si deduce

(10) k =

con

TT7 ( V4 c o s 4 ô

/ l
5 F* cos2 ô'

mw-( F 4 cos4 6
(12) « -

2 U F 3 cos2 6 -H 's V V4 cos4

Le (11) e (12) esprimono in funzione di 6, conformemente a
quanto abbiamo annunciato nella prernessa, la velocità di propa-
gazione dell'onda nella direzione xi ed il fattore di attenuazione.

Il doppio segno délia (10) indica 1'esistenza di due onde nella
direzione di u, una progressiva in corrispondenza al segno -h e
1' altra rétrograda.

Chiudiamo il lavoro fissando 1'attenzione su due casi particolari.

a) Si scelga u coïncidente in direzione col campo impresso e
/ c-V

si trascurino i termini del secondo ordine in lh [m = — .
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In tal caso Ie (11) e (12) si particolarizzano nelle due formule

gik stabite da ALFVÉN (3).

b) Si faccia tendere o--^cx>.
In tal caso la (11) si specializza nella

(11') W=:-L. | 5 0 O O B 6 | ,

la quale mostra che (<;-• oo), la formula délia Telocità di propa-
gazione délie onde piane propagantisi in una generica direzione u
coincide con la formula (4)

W=]/t \H0U\
f 9

délia yelocità di propagazione dei fronti d' onda di discontinuità.


