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Studio qu alitât ivo del sistema

hf(x, y), y = doc2-\-eocy-\-hy*-t-(/(oc, y)

neirintorno del punto singolare (0, 0).

Nota di PAOLO SA^TORO (a Firenze)

Suiito* - Premessi nei n. 2 e 3 alcuni risultati noti sul sistema indicato nel
titolo nel caso che i due polinomi ax24-bxy-f-cy2 ed dx2 -+- exy -f- hx2

non abbiano divisori a comune, si passa nei n. da 4 a 7 a studiare il
comportamento delle caratteristiche nel caso che questi due polinomi
abbiano almeno tin divisore lineare comune, o come si dice nel caso
dégénère, nel quale si ha la presenza di una retta di punti singolari
per il sistema ridotto. Sotto ipotesi abbastanza generali si stabiliscono
anche in questo caso dégénère, dei teoremi sul comportamento delle linee
caratteristiche.

Summary. - A f ter having recolled some results on the System as in the title
when the two polynomials ax2 •+- bxy -+- cy2 and dx2-h exy H-hy2 have
no common divisors, it is studied the behavior of the characteristics
when these two polynomials hawe at least a common real linear
divisor that is the degenerate case, in which it is assured the existence
of a stright line of singular points for the system without perturbation.
Under sufficiently gênerai hypothesis some theorem on the behaviour of
the characteristic Unes are etablished in the degenerate case too.

1. Introduzioiie.

Siano X(x, y\ Y(x, y) due fimzioni reali definite in uu intorno
del punto 0 = (0, 0), 0 < x- -+- y~ <; r*, ivi di classe C*, cioè dotate
di derivate seconde continue.

Sia inoltre

(1.1) X(0, 0) = 0, Y(0, 0) = 0

(1.2) ' X\x. y) -+- Y'\x, y)>Q, Q<x*-+-if< r2,

cosicchè il punto O è un punto singolare isolato per il sistema
autonomo piano

(1.3) x = X{x, y\ y = Y(x, y),

con x = dxfdt, y = dy/dt, t reale.
Potremo scrivere

X{x, y)= alr(ix~{-aQily -+• a 2 , o x 2 - + - ... - H a ö ) S « / 2 - ^ f{x, y)

Y(x. y) = 6 , , O X - H 6 0 ) vy •+- bt9 oy* - + - . . . •+• 6 0 , s 2 / 2 * + - 9ix> V)
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—0

con
al, 0 — dX/dx lac-̂ o » ttO)I = dX/dy ]

ed analogamente per i coefficienti 6», & .
Se la caratteristica p délia matrice

(1,5)

è = 2 (cfr. Gk SAKSONE • E. CONTI, Equazioni differenziali non
lineari, Cap. I I e Cap. Y, in seguito questa Opera verra indicata
solo con E.D.N.L.) lo studio del sistema è stato sufficientemente
approfondito. Ove j> = 1 il sistema è stato studiato da KEIL. [1],
da BAROCIO [S] e da GTIIBAR [4].

Ci proponiamo ora di esaminare il caso in cui sia p = 0, cioè
sia a,, 0 = a0 ,! = &!, 0 — b0, x = 0, * e quindi X(x, y) ed Y(x, y) si
possano scrivere

X{x, y) = ax2
 -H bxy -4- cy2 -+- f{x, y)9

(1.6)
Y{x, y) = dx2 -+- exy H- hy1 -t~ g{x, y).

Sapporremo clie siano soddisfatte Ie seguenti ipotesi :
i) i coefficienti a, 6, c, d, e, h, non siano tutti nulli,

ii) f(x, y) e g{x, y) siano di classe C* in un cerchio con
centro nelForigine e raggio r > 0 ; e siano nulle nei ror ig ine in-
sieme alle loro derivate prime,

iii) sia f(x, y) = pH(x, y), g{x, y) = o3ù(x, -y), con p={x2-hyjh
e <p(ar, y) e 'l(x, y) appartenenti alla classe C* ; taie ipotesi comporta
anche che sia | f{x9 y) | < M(x% H- y*)l+v-, |. g{x, y) \ < M{xx -H y^y+v-
con Jlfe pL costanti positive,

iv) sia l'origine un punto singolare isolato per il sistema
(1,3), sia cioè :

Chiameremo in generale il sistema

(1.7) x = ax2 -h bxy -+- cy*, y = dx- -H exy -+- hy*,

sistema ridotto rispetto al sistema

(1.8) x = ax%
 H- bxy -h cy2 -h ƒ (as, y), y = dx* -+- exy -f- hy*

che diremo sistema perturbato.
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Distingueremo due casi :
I) i polinomi ax2 -+- bxy •+- cy'2 e dx2 -h exy-f- hy2 non abbiano

dtvisori reali in comune ed i sistemi (1,7) ed (1,8) li diremo non-
degeneri ;

II) i detti polinomi abbiano almeno un fattore reale comune
ed i sistemi li diremo degeneri.

Nel n. 2 si stûdia il sistema ridotto non dégénère, nel n. 3 il
corrispondente sistema perturbato. Nel n. 4 si perviene a quat-
tordici tipi di^tinti (cioè non ottenibili 1'uno dall'altro médian te
trasformazioni affini) di sistemi ridotti degeneri ; nei numeri suc-
cessivi si studiano i corrispondenti sistemi perturbati.

Dai nostri risultati si deduce che se il sistema (1,8) soddisfa le
ipotesi poste da i) ad iv) non è possibile che il punto singolare
isolato, 0, sia un centro, ne un centro-fuoco, ne un fuoco, cioè esiste
sempre almeno u n a caratteristica nel piano (x, y), che giunge al
punto 0 con tangente determinata, contrariamente a quanto accade
se la matrice (1,5) ha caratteristica p — 1 oppure p = 2..

2. Il sistema ridotto nel caso non dégénère.

Studiamo il sistema ridotto :

{2.1) x — ax- -+- bxy -+- cy'K y = dx* -h exy ~h hy'2

•con i coefficienti soddisfacenti le ipotesi i) del n. 1 e tali che

{2,2) {ax*

Taie studio è già stato condotto da L. S. LIAGHI^A [2]; qui lo
ïiprenderemo in breve conducendo le nostre considerazioni solo
nell'intorno dell'origine e secondo la teoria esposta in E. D. N. L.
cap. II . Determiniamo cioè le anomalie dei raggi invarianti e il
tipo di angolo normale ad esso associato.

Perciö al sistema (2,1) associamo 1'espressione :

{2,3) iV(#)=dcos3& -+- (e—a) cos2 & sen^-+-(&—b) cos %- sen2 -a- —csèn3>

Questa contiene almeno un fattore lineare reale a cos $ ~H S sen &
-e, salvo una rotazione di assi, possiamo supporre che taie fattore
lineare sia cos 3-, cioè salvo una trasformàzione affine, supponiamö
c = Oj con che il sistema (2,1) si scrive

hy1,

+- (h — b) sen* B-1.

{2,1')

ê la

{2,3')

(2,3)

X -

cos

- ax'- -+- bxy,

COS2 * - h (e- a) cos 9- sen
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A questa espressione associamo (')

(2,4) Z(fr) = a cos* & -+- (b -f- d) cos* * sen 0- 4- e cos a sen2 5- -+- h sen8 -9-

e consideriamo 1' equazione N(&) — 0 per 0 < 0- < 2u, i casi sono :

i) (e —a)2 —4d(fc—6)<0, iV(O-) — 0 ha due coppie di radici
reali & = w/2, * == 3ic/2 (cos 3- = 0),

ii) (e — a)2 — ld(h — b) = 0, 2V(») = 0 ha due coppie di radici
reali coincidenti oltre la coppia di radici di cos& = 0.

iii) (e — a)2 — 4:d(h — b) > 0, N(§) = 0 ha tre coppie di radici
reali distinte fra loro.

Valgono Ie ipotesi i ) : Gli unici raggi invarianti sono allora
%• =z 7c/2, 0-^3^/2 e salvo cambiare ^ in — £ , possiamo supporre
d > 0 (per T ipotesi poste è d=\=0).

Consideriamo per brevità 1' an o m al ia * = TÏ/2, essendo il ragio-
namento analogo nel caso simmetrico * = 3TT/2.

Essendo

(2,5) Z(KI2)N'(T:I2) =:~h(h — b)

diverso da zero, non potendo essere h==0 per la (2/2) nè h—6=0
per la i) e dovendo h—b avere lo stesso segno di d, è h — 6>>0,
il segno di (2,5) dipenderà da quello di h. Allora per fo<0 l'angolo
normale associato a 0- = TT/2 è del primo tipo, per h :> 0 è del
secondo tipo (2).

1° esempio, (angolo normale del primo tipo) Ie caratteristiche
del sistema

x ^ — 2xy, 'y = x2 — yz,

hanno come sostegno i cerchi x* -h y% -h ex = 0 (s)

2° esempio (angolo normale del secondo tipo) il sistema :

x = 0, y = x2 -4- t/2,

ha come caratteristiche Ie rette x =r cost..

Valga l'ipotesi ii) : Se è h — b — e — a = 0̂  se cioè il sistema
(2, l') è

(2,1") x = ax% -H 6#i/, ï/ = dœ2 -H axt/'n- 6t/2,

(1) Cfr. E .D.KL. cap. I I , § 2.
(2) Cfr. E.D.IS'.L. loc. cit. nella nota précédente.
(3) Per detto esempio cfr. E.D.ÏT.L. pag. 80 e fig. 18.

37
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con d > 0 (per la (2,2) non puö essere nullo) salvo a cambiare t
in — t. dalla (2,3') risulta che gli unici raggi invarianti sono & =
— ic/2, & = 3TT/2 ed inoltre essendo AT'(3) Î ^TT/2 = N"($) |fr=Tr/2 — 0,
iV'"(&) i'&=Tr/2 =|= O (ed analogamente per & = 3TT/2, caso che per bre-
vità traseuriamo si ha :

(2, 5') Z

per la (2,2)). I l segno della (2,5') dipende ( d > 0 ) da quello
di 6 e perciö se 6 < 0 l'angolo normale è del primo tipo, se 6 > Ö
è del secondo tipo.

3° esempio, (angoli normali del primo tipo). Le caratteristiche
del sistema :

hanno come sostegno Ie curve x = c~^2/2x2 (e parametricamente
x = ce—T2/2 , t / = ere—T2/2 , T parametro reale).

4° esempio (angoli normali del secondo tipo). Le caratteristiche
del sistema :

hanno come sostegno Ie curve x = ceifl2x* (e parametricamente
x = cex*2, «/ = cxeT2/2, T parametro reale).

Sia invece, valendo ancora Ie ipotesi ii), h — 6 ^ 0 , salvo una
trasformazione affine xx = x, yx = o; -+- (e — a)y/2d possiamo sup-
porre d = e — a = 0, con che la (2,2) sussiste ancora se fo — 6 ̂ = 0,
a =|=0 cioè se il sistema ha la forma

(2,1'") x = ax2 -

Hisulta allora che Ie anomalie dei raggi invarianti sono •̂1 = 0.
&2 = ir, ^̂ 3 =zz 7c/2, ^4 = 3^/2. Consideriamo, come al solito solo Ie
anomalie ^ e «•,. Per ^ — 0 è iV"(^)|#=o —0 e iV"(») |*=o =|= 0,
cosicchè è

(2,5") Z(0) 2V"(0) = a(h — b),

e quindi Fangolo normale associato a taie direzione è del terzo
tipo ; mentre per 1' anomalia %• = 7i/2 è

(2.5"') Z(7c/2) iV'(7c/2 = — h(h— 6),

sp 'vo a cambiare ^ in —£, si puö supporre fo>0 ed allora Tangolo
puö rt^sere del primo e secondo tipo dipendendo dal segno di h—b.
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5° esempio, (angoli normali accoppiati del primo e del terzo
tipo). Le caratteristiche del sistema :

x = x2 — 2xy, y = xy — y%,

hanno per sostegno Ie curve y2 — cxe~xly (ed in equazioni para-
metriche x — cx2e—% y = CTe~T

> r parametro reale).

6° esempio, (angoli normali del secondo e del terzo tipo). Le
caratteristiche del sistema :

x •= x% -+- 2yx, y = xy -+- y%

hanno come sostegno Ie curve y% = cxexlv (ed in equazioni para-
metriche x = CT2^ , y = cceT, x parametro reale).

Infine valga Vipotesi iii) : Salvo una trasformazione affine
x = xxy y = x1-*-py con jx radice dell'equazione dV + (« - a ) s +
-»- k — 6 = 0, possiamo supporre che oltre a cosft, la (2,3) contenga
come fattore sen 9-, per il che è necessario che sia d = 0, ah —
e — a ^ O , h — 6=}=0 cioè il sistema sia

(2,1"") x — ax% -+- bxy, y = exy -+- fet/2

Le anomalie allora sono 9-l=:0, $2=TZ9 &3=7C/2, d-̂ =:37r/2ï 0*5 =
— -«- ot, *6

:= — o-, con <x= arctg (h — 6)/(e— a). La discussione viene
allora condotta con i soliti ragionamenti precedentemente illustrati.
Qui teniamo solo presente che per Ie anomalie *—0, 0- = 2TZ a
secondo del segno di (e — a)a (a =|= 0) si ha solo un angolo nor-
male del primo o secondo tipo. Cosï pure per Ie anomalie o-==u/2,
•̂=z:37r/2 (essendo (h — 6)6^=0) si ha ancora un angolo normale del

primo o secondo tipo. Ciö ei occorre per concludere che, se il sistema
(2,1) soddisfa Ie ipotesi poste, allora non e possibile avere solo angoli
normali del terzo tipo, ma essi si presentano insieme ad angoli
normali del primo o secondo tipo.

3. Sistema perturbato nel caso non dégénère.

Si puö ora studiare il sistema (2,1) quando esso è perturbato.
Sia cioè il sistema

(3,1) x = ax2 -f- bxy •+- cy* -4- f{x, y), *y=dx*+- exy -+- hyz=g(x, y),

e siano soddisfatte la ipotesi i) e la iv) enunciate' nel n. 1 ed il
sistema ridotto soddisfi la (2,2). Le altre ipotesi enunciate nel n. 1
Ie sostituiremo con la seguente :
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v) f (pi y) e g(x> y) siano funzioni continue e lipschitziane,
nulle nelForigine.

Noi possiamo associare alle anomalie dei raggi invarianti i cosï
detti « settori normali » (4) che possono essere del primo, secondo
o terzo tipo secondo il tipo di angolo normale del sistema ridotto.

Quando il settore normale è del primo tipo si ha Fequicom-
portamento tra il sistema ridotto e quello dato ; quando il settore
è del secondo tipo Ie condizioni v) non sono più sufficienti a
garantire Punicità della soluzione che giunge air origine: infine
se il settore è del terzo tipo Ie condizioni v) non sono neanche
più sufficienti a garantire Pesistenza di soluzioni che giungono
air origine. Per la discussione dell' argomento si rinvia al citato
volume E. D. N. L. cap. "V; qui vogliamo solo notare che, poichè,
come si è posto in evidenza alla fine del n. 2, non pub sussistere
da solo per il sistema ridotto un angolo normale del terzo tipo, si
deduce che valide Ie ipotesi i) e iv) del n. 1, la (2,2) e la v) di questo
n. esiste almeno una caratteristica che giunge alVorigine.

4. Studio del sistema ridotto nel caso dégénère.

a) Si consideri ora il sistema

con Ml9 Mt^NXJ Nt fattori lineari reali in x ed y e valga almeno
una delle eguaglianze Mt=-Ni (i = 1, 2), si abbia cioè il sistema

(4,1) x — (ax -f- by)(<xx -+- $y\ y = (a# -+- by)(yx + ly)

è chiaro che in questo caso non è più valida la condizione (2,2),
poichè avremo una intera retta di punti singolari, uscente dal-
V origtne, soddisfacente la equazione ax -t-by — 0.

b) Consideriamo la matrice

8

Per P ipotesi posta nel n. 1 essa non puö avere caratteristica
zero.

Se essa ha caratteristica = 1, allora si sa (5) che vi sono due
trasformazioni lineari non degeneri che riportano la matrice (4,2)

(*) Cfr. E.D.ÏsT.L. cap. IV e cap. Y, § 1.
(5) Cfr. ad esempio E.D.l^.Li. cap. II , § 1.
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nelle matrici

(4,3) \o o) <*•*> (2 i )
rispettivamente, a secondo che oc -f- S =|= 0 oppure oc n- 8 =: ö. Quindi
vi è una trasformazione affine che porta il sistema (4,1) in uno
dei sistemi :

x = (ax -+- by)x, y = 0

» = 0

(4,5,1)

(4,5,1')

con a2 -f- b2 > 0.
Oonsideriamo il sistema (4,5,1), da esso possono aversi i seguenti

Fig. 1

casi : a6^=0, si ha il comportamento di fig. 1 oppure 6 = 0 e il
sistema ha la forma

(4,5,2) == 0

ossia la retta di punti singolari ax H- by = 0 coincide eön la retta
œ = 0 ; oppure a = 0 e il sistema ha la forma

(4,5,3) x — bxy, y = 0

e la retta di punti singolari ax -+- by = 0 coincide con la retta # ̂  0.
sistema (4,5,1') se a = 0 si ha il sistema

(4,5,4)
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le oui caratteristiche hauno il comportamento come qüello indicato
in fig. 2, se &< 0, mentre se 5 = 0 si ricade nel sistema (4,5,3).
Notiamo subito che il sistema stesso (4,5,1') mediante la trasforma-
zione affine xx = ax -+- by, y1z=:y si trasforma nel sistema (4,5,3).

Fig. 2

c) Sia = 2 la carattêristica délia matrice (4,2). Ed allora
esistono dellè trasformazioni af fini (6) tali che posto I = oc -h l9

Cl = aS — pY l a (4?2) si trasforma in :

(4.6.1) (J ~J) se è 0 - ^ < 4 Q ,

(4.6.2) ( ~\\ se è 0<J2<4O, con V4=0

(4.6.3) Q J) se è

(4,M) (J o) se è 0 < 7̂  = 40, P 8 -H'YS>0

(4.6.5) (l °\ se è O < 40 < I2, con lp > O

(4.6.6) (^ ) se è 4 0 < O ^ J 2 , con Xa < 0.

In corrispondenza si hanno i seguenti sistemi :

(4,5,5) ic = (ax + &£c)(— y), y = (ax -+- by)x ;

4,5,6) x = (aœ -

(4,5,7) x =1 (ax -

(6) Cfr. ad esempio E.D.lNr.L. Cap. II. n. 4.
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Dalla matrice 4,6,4) ne discende il sistema

(4.5.8) x = (ax + by)(x -f- y), y = {ac+- by)y ;

e per a = 0 si ha il sistema

(4.5.9) x = by(x + y ) , y = b y * y

cioè se la retta di punti singolari ax -t- by = 0 è la retta y = 'O, se
b = 0 basta cambiare x con Ï/.

Fig. 3

Cosï ancora dalla matrice (4,6,5) si ha

(4.5.10) x = (ax -H by)\xy y = (ax+- by)py ; X(JL > 0 ;

invece se a = 0 si ha

(4.5.11) i = feXacj/, y = -bpy*

con la retta di punti singolari coincidente con la retta «/ ™ 0 ; per
6 — 0 si ha:

(4,5,12) y = 0,
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cioè la retfca di punti singolari ax -+- by = 0 coincide con la retta
œ —0. Il comportamento delle caratteristiche per i sistemi (4,5,10),
(4,5,11) (4,5,12) è illustrato nelle figure 3, 4, 5 (7).

Dalla matrice (4,6,6) si ha

(4.5.13) y = (ax H- by)lx, y = (ax -+- by)py Xtx < 0

e per 6 = 0 (per a = 0 basta cambiare x con t/) si ha

(4.5.14) o; = : àkx%, y = a^

con la retta di punti singolari x = 0.

Fig. 4

Goncludendo i i*pi ridotti mediante trasformazione affine del
sistema ridotto dégénère (4,1) sono quelU elencati con i numeri da
(4,5,1) a (4,5,14)

(7) lie figure 3, 4, 5 sono state riportate per mettere in evidenza il
comportamento della retta di punti singolari. ï^egli al tri casi basta prendere
i diagrammi del caso lineare (cf. E. D. ~N. L. cap. II, n. 1) spezzando Ie
caratteristiche con la retta di punti singolari cosi come è stato fatto nelle
figure 3, 4, 5.
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Fig. 5

5. Sistemi degeneri perturbât! :

a) TEOBEMA 1° :

Sia il sistema

(5.1) x == (ax + by)(ocx-+- ty) -+- ƒ(#, y), y =

e siano soddisfatte Ie ipotesi poste al n. 1. Se è

(5.2) (B_a) s

g(x, y)

il sistema ammette due e due sole caratteristiche, che si possono
rappresentare con y = y(x), [definite rispettivamente per x > 0 ed
x < 0 e soddisfacenti Ie condizioni lim t/(fic) = O, lim ^ ' ( ^ ^ Ö .

0

(8) Ciöè la matrice

VT »,'
o ha ia caratteristica = 1 e ei puö ridurre alla forma (4, 3) oppure, avendo
oaratteristica =2, ha la natura del nodo stellato o del nodo ad una tangente
o a due tangenti oppure ha la natura del colle.
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Essendo a2 -+- b2 ̂ = 0 possiamo supporre 6=0, infatti in caso con-
trario possiamo sempre ricondnrci a taie ipotesi nel caso di ab^O
mediante la trasformazione affine xl — ax -+- &«/, yl=^y e nel caso
di a = 0 scambiando se con £/. Consideriamo quindi il sistema

(5,1') x = x(*x -+- p«/) -+- / K !/), 2/ = «(Y« -+- fy) •+• flf(«, y).

Avendo effettuato una trasformazione affine, per detto sistema
varrà ancora la (5,2). Il sistema (5,1') si potrà poi porre nella forma :

(5,1") x = Axz -+- Bxy -f- f(x, y), y = Cxy + 0(aï, y) ;

salvo una trasformazione affine del tipo : x = xx, t/ ^ tej -»- fet/j

Fig. 6

con ^ radice (reale) dell' equazione p»2 — (S -f- a)s — y == 0 e fe tale
che | a -f- S£ | > fc | S — p̂  | in modo che sia

(5,3) A\>\G\.

Sia p> 0, tale che 0 < p — 1 < y.. Consideriamo la regione
(cfr. fig, 6)

con X positivo per ora arbitrario. In B è :

| Ax2 -h- J&C2/ -f- /(oc, y) | =|= 0, a; 4= 0.

Infatti si ha

| Ax* -*- Boy -f- ƒ(«, y)\^>\A\x*\l — \ ByjAx + ƒ(«,

ma è

| ByjAx H- f («, y]/ l«t | < | JB/^ | • | y lx \ -H | /(«, t/) | /1

< | B/A I X^-1 -h -M (1 -f- X«^-»). X2^ 1 a I"1 = e (X)
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con lim e(X):=O. Scegliamo X in guisa che s(X)<l, abbiamo allora

(5,4) | A& -*-Bxy + f (x% y) | > A*(l - s(X)) > 0 per | x | 4= 0.

Possiamo dunque scrivere in M :

{ofi) dx = A*-irBxy + t{*,1Ü- { ' J)'

Costruiamo ora la funzione F*(x, y) definita nella striscia | * | < ^ ,
nel seguente modo :

(5.6.1) F*(x, y) = F(x, y) se (x, y)£R,

(5.6.2) F*(0,s) = 0,

(5.6.3) F*x, y) = F(x, \X\P), se y > | x \P,

(5.6.4) F*(x, y) = ^(05, - I x \r>), se y < — | x |".

La funsione P*(x, y) è continua nella striscia \ x | < X. Basta
f ar vedere oh.e, fissato u > 0, è, in un intorno dell' origine :

(5,7) \F*(x, y)-F*(0, 0)| <a .

Orbene , se («, y) Ç R, è p e r l a (5,6,1) e la (5,6,2)

x, y)-.F*(0, 0) | = | (Ctcy •+• <?(*, 2/))/(4i«»».+. Bx^ -h f(x, y

e per Ie ipotesi poste, | œ | <^ 80 con So sufficientemente piccolo,
segue la (5,7).

Se poi .(oc, y) è fuori di 12 e | x \ < X per la (5,6,3) e la (5,6,4)
se y è l'ascissa del punto di inter'sezione fra la retta # = cost. <C X
e la curva | y \ = | x \p è per la (5,7)

2/) - F*{0, 0) | = | ̂ *(x, y ) - ^*(0, -0)

Vogliamo dimostrare che per Vequazione:

(6,8) ^

esiste un^unica soluzione, definita nell'intorno dell'origine, che sod-
disfa la condizione lim g{x) — 0.

Infatti per la supposta contimiità della funzione F*(x, y), Tequa-
zione (5,8) ammette almeno una soluzione passante per ogni fissato
punto (x, y) della striscia as^X. Per l'uni cita basta considerare
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che se (x, y{) ed (x, yt), yx < yt, appartengono ad B è

(5,9) | F*{x,m y,) — F*{x, y%) \-(yt — yl) \ F*y(x, T\)\ con y\

m a è

g, y) _ - ^ V ^ ?/)(-B^ •+• fv(x< y))
- f(x, y) Ax2 H- Bxy -i- /{a?, y)

1

y).(| B\ + 2c\x\»-1 + \fv(xJ y)

e per la continuità della -F*(x, t/) e per Ie ipotesi poste, il secóndo
e terzo termine a secondo membro, in | j , sono infinitesimi, inoltre,
ealvo a rimpiccolire ancora X in modo che | C \ / | | A \ (1 — e(X)) f < 1,
ciö che è sempre possibile essendo già per la (5,3) | C \ < | A \, si
ha che

e per la (5,9)

(5,10) | F*(x,Vi) - F*(x, yt) \ ̂  (yt - yt) / | x |.

Allo stesso risultato si giunge se almeno uno dei punti (a>, yt)
ed (x, yt) è fuori di R, con \ x | < X, basta prend ere, cosi corne è
stato precedentemente fatto, sul contorno di B i corrispondenti
Talori 'yl ed ^4 e notare che è

, y,)

e quindi la (5,10). Ma se è valida la (5,10) per il teorema di
NAGTJMO-PEBBOX (9) vi è un'unica soluzione che soddisfa la (5,8) e
la condizione lim y(x) = 0. Questa soluzione, per x suffidentemente

piccolo, appartiene ad B.

Infatti è

(5,11) |tf*(a>, y)\<p\x\*-K

La (5,11) risulta dalla definizione stessa di F*(x, y\ poichè,

(9) Cfr. Gr. SANSONB, Equaeïoni differensiali nel campo reale, vol. I I
pag. 101.
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essendo

C\.\x l^-1 -t- M(1

Gxy + gjx, y)

f (X)

- P - " • I x | « - '

si puö impiccolire X in modo che

I | c | -+- w i / A 1(1 - e) | < p,

e quindi la (5,11). Abbiamo allora:

— p\x | p - 1 < dy/dx <p\x I*»-1,

onde 1' enunciato del teorema.
6) Notiamo che se dai sistemi (4,5,1) e (4,5,2) passiamo ai

sistemi perturbati

(5,12,1)

(5,12,2)

x = f (*> V — dix> y) ï

y = jrl», {/) ;

se ƒ(#, 2/) e (x9 y) soddisfano Ie ipotesi dichiarate nel n. 1, vale il
teorema 1°.

La stessa cosa vale per i sistemi

(5.12.3) x = — axy — by2 -+- ƒ (x, «/), y = ax2 -i- 6 ^ •+• g{x, y) ;

(5.12.4) x=z{ax + by)(x -hy)-h f fa y); y = {ax + btj)y -f- g(x, y);

(5.12.5) x = {ax -+- 6Ï/) • Xx -+• ƒ(:», y), 'y = (ax-h by)^y -h- g(x, y) ;

(5.12.6) i = alx* -+- /"(a;, j/), i/ = a^2«/ -H flr(a?, t/) ;

(5.12.7) x=ax* + bxy-hf fa y\ y = ex* -*- dxy H- gfa y) ;

(5.12.8) x = ax2 •+- f {x, y) y = bxy -+- g{x, y) ;

corrispondenti rispettivamente ai sistemi ridotti (4,5,7), (4,5,8),
(4,5,10), (4,5,12), (4,5,18), (4,5,14) quando essi siano perturbati con
funzioni f{x, y) e g(x, y) soddisfacenti Ie ipotesi dichiarate nel n. 1.

Lo stesso teorema 1° si puö applicare, inoltre ai sistemi :

(5.12.9) x = bxy+ by2 -+- f fa y), y — by2 -h gfa y);

(5.12.10) x~bxy + f(x, y), y = cy2-h g{x, y) ;

ottenuti perturbando i sistemi (4,5,9) e (4,5,11) salvo ora a scambiare
Tasse delle x con quello délie y.
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Possiamo cosï concludere che poichè i sistemi elencati con i
numeri dal (5,12,1) al (5,12,10) vale il teorema 1, è impossibile che
essi diano luogo al centro o al fuoco o al centro-fuoco.

6. Studio délie isocline.
a) Biprendiamo in considerazione il sistema (5,1') che qui

per comodità trascriviaino

(5,1') x = ocx2 -+- $xy -¥- f(x, y), y = yx2 -t- hxy -f- g(x, y) ;

e associamo ad esso la funzione

(6,1) G{x, y) — (a -PY)« 8 -*- (P —p^)xy+-f(x> y)—pgfa y),

si ha il seguente LEMMA 1 :

Valide Ie ipotesi enundate nel n, 1 per ogni valore di p, con
| p | < min | | a | /1 y \, \ p | /1 S | } (4= 0), se y5 won è nullo è p minore
di | a | /1 y I oppure di \ p | /1 S | a secondo che o oy è nullo e p qua-
lunque se y2 -+• S2 — 0, esiste in un intorno dello origine una ed una
sola funzione definita dalV equazioni parametriche :

(6,2) x = p sen &p (p), y = p cos

tale che è soddisfatta V equazione

G(p sen ^(p) , p cos *p(p), p) = 0

e Za cttr'ya definita dalla (6,2) fta pet* tangente in O Vasse délie
Intanto si ha

dx

dG{x, y< p)y=o

dx2
y=0

dG(x, y, p)
f=o = u> ^z

>p)\x=0=$-pZ),
dxdy

oade per un teorema di DEDERICK (1O) risulta che, per ogni fissato
p, la curva passa per 1' origine con un nodo a due tangenti reali
una delle quali è la retta x = 0. Che il ramo di curva tangente
in O alla retta x = 0 abbia proprio la rappresentazione (6,2) è
sufficiente notare che se in (6,1) poniamo

(6,3) • x = p sen 3-, y = p cos -9-

(i0) Cf. DEDBRICK, The solutions of an équation in two real variables
at a point where both the partial derivatives vanish, Buil. Am. Math. Soc.?
vol. 16, (1909), pag. 174.
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tenuto conto delle ipotesi iii), il problema si riduce a quello di
trovare una funzione # —&(p) che soddisfi Fequazione

(6,é) (a —pt) sen2 * -+- -(p — pS) sen «• cos » -+-

-h p ! cp(p sen -9-, cos * | — _p|(p sen *, o cos &) j = 0

e la condizione *(0) = 0.
Oio facilmente si consegue per il teorema di Dnsri sulle funzioni

implicite tenuto conto che la (6,4) è soddisfatta qualunque sia
IP I <JPo P e r * ~ 0, p = 0 e che avendo scelto un angolo &0 tale
che per | & | < $0 risulti j (oc — py) sen 2* -+- (p — ̂ >S) cos'2 0-1 > iV, con
i\T;> 0, si ha per |& |<^os P < POÏ c o n Po sufficientemente piccolo,

= | (a — pY) s e n 2^ •+" (P•— JPy) C O S 29>

-+- p j ©̂ (p sen d-, p cos-a)—j>^#(p sen^, p cos 8-)| [^iV

salvo a diminuire p0,

| dG/dp | =ss | cp(p sen -9*, p cos %) — p^(p sen 3-, p cos d-) | -+-

-+- p | cpp(p sen a>, p cos •&) —ptyP(p sen 9-, p cos 8-) > £ ,

con £ oost. positiva.

Dalle (6,3) seguono le (6,2). Tenuto conto poi che è

dx
= p COS $(p)

* X p )

dx
COS i

[p=U p-O

si ha che effettivamente la retta tangente in 0 alle curve consi-
deratt* è l'asse y. Inoltre si puö diminuire p0 in modo che dy/dp Z>
^> dk :> 0, e ne yiene che y è funzione monotona di p e quindi
possiamo determinare la funzione inversa p = p(y) e la prima delle
(6,2) ei fornisce x = x(y) definita per | y \ < p0 cos 0-0 — Zo.

Indicheremo con J"la famiglia di curve cosï definite per \p \<Zp0 »
Ohiameremo isoclina ogni curva Jp della famiglia J.

LEMMA 2. - Se sono soddisfatte Ie ipotesi piü volte richiamate,
lungo ogni isoclina Jp per \ y | < l0 è :

(6,5) yx2 -f- Bxy H~ g(x\ y) =%= 0.

Infatti se in un punto di Jp, distinto da O, fosse yx2 -f- Ixy -+-
~̂  9ixi y) = 0 sarebbe anche ace2 -+- 3 ^ -»- /*(^ /̂) = 0, contro V ipotesi
chn il punto O è un punto singolare isolato.
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Facilmente si dimostra anche il

LEMMA 3. - Se è p ^p* è Jp [} Jq = 0.

Infatti se un punto, distinto da 0, fosse comune a Jp e Jq eon
p =\= p, dovrebbe essere (p — q){yx2 H- SX«/ -f- g(x, y)) — 0 per (as, y)
distinto da (0, 0) e ciö è impossibile per il lemma 2.

c) LEMMA 4. -Per qualunque y, 0 < y < ? 0 , Za funzione ~x =
= x (y) definita dal lemma Î, risulta funzione continua e monotona
di p, per \ p | < p 0 . Analogamente per — l0 < y < 0.

F i g . 7

Conviene considerare le due funzioni (u)

P(x, y) = (ax2 H- bxy -h f(x, y))/(yx* + Zxy

ciascuna definita in tutti i punti (x, y) in cui le coordinate non
annullano i denominatori corrispondenti. Dal lemma 1 e dal lemma 3
si ha che per due punti distinti sulla stessa retta y = l passano
una Jp ed una Jq, con p^q, \p\ e \q\<pQ. Consideriamo ora
la retta y = l, con 0 < l <; Zo e siano A, P x e P 2 rispettivamente
i punti in cui Ie Jo, JpQ, J—^ö, 0 < ^ 0 < p 0 , intersecano detta retta
(cfr. fig. 7). Pe r il lemma 2 in A, P , , Pt è : xy*-*-$xy-t-g[x,y)$z$,
e per la continuità della funzione yac2 -+- %xy -+- g(x, y) esisterà un

(u) Lo studio della funzione p(x, y) nel oaso linoare è stato fatto da
A. KEIL (cfr. [1]). Per i ragionamenti che seguono la considerazione della
funzione p(x, y) è essenziale.
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segmento QYQZ (ascissa di Q1<ascissa di Qt) avente per centro A,
in cui è soddisfatta la (6,5).

Ij I

Vogliamo provare che su tutto PXP^ è yx2 -+- oxy -+- g (x. y)=\= 0.

Intanto poichè la Jo interseca in A la retta y= l su PxQj e su
- i ~ — i • • I- 1 | i

-f(xi t/) =4=0 e perciö su P^Q^ e su P2Q2 la fun-
ssione -F(x, y) è continua.

Se in un punto interno a P ^ j o a P2Q2 fosse yx2 -+- hxy
g{x> y) = 0 si dovrebbe avere un intorno in cui è :

< l / p 0 , e quindi p(xt l)>^>0 e sul segmento aperto PxPt un punto

in cui è |j?|—j90 e quindi da due punti del segmento PxPt passano
due isocline con lo stesso valore p oppure — p0, e ciö è assurdo

per il lemma 1 e il lemma 3. Quindi su tutto il segmento PXP» è
~{x2-*-%xy +- g(x, y)=\=0 e la funzione p{x, l) perciö quando x varia
tra Ie ascisse di P , e P j , è continua.

Inoltre p(x, y) è monotona rispetto ad x in senso stretto.
Infatti se per due punti (xi, l) ed (x2, l), p(x, l) assumesse gli

stessi valori, si avrebbe che da due punti distinti passano due
isocline con gli stessi valori del parametro e ciö è in contrasto
<?on quanto osservato sulla natura delle curve della famiglia / .

Le precedenti osservazioni valgono anche quando ei si riferisce
alle isocline aventi per tangente in O Passe y < 0.

d) Definiamo le due regioni O^ ed €l~ nel seguente modo :

£}"*" la regione dei punti (x, y) compresi fra Ie J^o, J—p0 con 0<iy<Zl0,

Q- la regione dei punti (x, y) compresi fra Ie Jp0, J"_j con b<: - y < 0.

Dai lemmi enunciati in questo n. segue che in ciascuna regione
•vi sono tutte le isocline Jp, \p\<pQ; ed ivi formano un contintto.

7. Altri teoreini sui sistemi degeiteri perturbati.

a) TEOREMA, 2°: Sia dato il sistema (5,1') e siano soddisfatte
Ze ipotesi già dichiarate nel n. 1. Si consideri in O + (O-) la funzione\

{7,1) p(x, y) = (ax2 -h pxy + f(x, y)) j (yx2 -+- 8x2 + g(x, y)).

Se fissato j , p(x, y) è una funzione monotona crescente con x,
Ie caratteristiche del sistema passanti per un punto interno alla
regione O + (O—) tendono all'origine 0.

Se, fissato y, invece la (2,1) definisce una futtzione monotona
decrescente con x, Ie caratteristiche del sistema passanti per tin punto

38
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inferno alla regione O + (Q—) vi restano un tempo fmito ed escono
tutte, per t — oo oppure per t ~ — oo, attraverso la base della
regione ed una sola tende alV origine.

Per dimostrare il teorema consideriamo intanto che Ie caratte-
ristiche del sistema (5,1') passante per un punto interno alla regione
to~*"> oppure alla regione O~" ; esse sono date dall' equazione

(7.2) dyjdx = (ya* -+- Ixy H- g(x, y)) / (ax2 + §xy + f (x, y%

ovvero per la (7,1) e la (7,2), si ha

(7.3) dxjdy=p(x, y).

Si possono avere per quanto detto nel u. précédente due casi :

1° caso : in fï**" fissato y, p(x, y) cresca dai valori negativi a
valori positivi al crescere di x ;

TI0 caso : in O+, fissato y, p(x, y) decresca da valori positivi a
valori negativi al crescere di x ;
(nella regione O.— varrauno Ie stesse considerazioni che faremo
per la regione O"**).

Sia il primo caso : La curva J—p0 è a sinistra di Jo (cfr. fig. 8)
e quindi di Jp0 . Gonsideriamo una x = x(y) soddisfacente Ie (7,3)
che passi per un puuto P interno ad O+. Supponiamo che P sia
a sinistra di Jn. In tale punto la pendenza della caratteristica è
data (7,3) e quindi, nell'ipotesi in cui ei siamo messi, la funzione
x — x(y) sarà crescente in x al decrescere di y. La pendenza data
da (7.3) aumenterà fino a che la curva x = x(y) non intersechi la
Jo ove la tangente alla caratteristica sarà verticale.

La caratteristica non puö avere punti a comune con Jo distinti
da 0, poichè si avrebbe, se S fosse il punto a comune alla carat-
teristica e all'isoclina, S=|=0, che in S la caratteristica. passerebbe
a destra di J"o stessa con un punto cuspidale ed S sarebbe un punto
singolare contro Pipotesi che il punto O sia singolare isolato nel-
l'intorno considerato dell'origine.

Quindi tutte Ie curve x — x(y) soluzioni della (7,3) che passano
per un punto della regione Q**", in questa nostra ipotesi (p(œ* y)
crescente in x) tendono alF origine per t —̂  -+- oo oppure per
t ~+ —oo.

Sia il secondo caso : La curva x = x(y)^ soddisfacente la (7,3)
passi per un punto P interno ad Q~*" e sia a sinistra di Jo. In tale
caso si avrà che la pendenza della caratteristica, dalla (7,3), è
positiva e quindi la funzione x = x(y) è una funzione crescente
al crescere di y. Se Pj e P2 sono i punti in cui rispettivamente
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Jpo e J Po intersecano la retta y = l ed è A il punto in cui Jo

interseca detta retta si ha che la caratteristica esce dalla regione

per an punto Kx, appartenente al segmento P ^ , quando £ — +00
oppure £—*-*-00. Analogamente una caratteristica che si trovi a

Fi g. S

destra di Jo esce, quando i - ^ + o o oppure t—~ —00, da un punto

Ks appartenente al segmento AP%. I punti Kx empiono un segmento

J°iQi aperto a destra e i punti Kz empiono un segmento Q%F%

aperto a sinistra poichè non è possibile, per i ragionamenti fatti
precedentemente, che le caratteristiche intersechino Jo. Fra i due

-I
segmenti PxQi e Q%P% vi è almeno un punto T che non è ne un
Kx ne un K2 e la caratteristica passante per esso tende all'origine.
Non vi ptiö essere che una sola caratteristica tendende all'origine.
Se infatti ve ne fossero due. ad esempio x = xx(y) ed x = xt(y)
con 05,(71) <\x%(r^ dovrebbe essere xx(y) < acs(t/), per 0 < t / < 7 ] , ed
anche per la proprietà délia regione considerata : x/iy) > &%(y) ed
integrando quest' ultiïna fra y ed y\ si ha : xx(f\) — x%{r\) z> xx(y)—xt(y),
cioè facendo tendere y-+0 si deduce Passurdo x^) > XJ(VJ).

b) notiamo che per i sistemi perturbati indicati nel n. 5 con
i numeri dal (5,12,1) al (5,12,10) e ottenuti perturbando, corne si è
detto, rispettivamente i sistemi ridotti (4,5,1). (4,5.2), (4,5,7), (4,5,8»,
(4,5,10), (4,5,13), (4,5,14), (4,5,9), (4,5,11), sono soddisfatte le ipotesi
del teorema 2, per ciascuno di essi è quindi valido il risultato di
detto teorema e, riassumendo, abbiamo il seguente



588 PAOLO SANÏOEO

TEOREMA 3 - Per i sistemi enumeruti da (5,12,1) a (5,12,10) nelie
ipotesi dichiarate nel n. 1 : i) esiste una sola caratteristica tangente
ulVasse delle x in 0 {teorema 1); ii) esiste una caratteristica o un
pennéllo di caratteristiche tangenti in 0 alVasse delle j (teorema 2).

c) Yogliamo ora notare che il teorema 2 si applica ai sistemi :

(7.4) x = - axy — by2 + f(x, y), y = ax2 -h bxy •+-g(x, y), ab^O

(7.5) x = {ax-hby)(lx- py) + f(x, y\ y = (ax+by)(y.x-h'ky) + g{x, y),

ottenuti perturbando i sistemi (4,5,5) e (4,5,6) con funzioni f (x, j)
e g(x, j) soddisfacenti Ie ipotesi dichiarate nel n. 1.

Pig. 9

Invero dai sistemi (7,4) e (7,5) si passa mediante la trasforma-
zione affine xx == ax n- y, yx = y (avendo supposto senza alterare
le generalità, che in (7,4) e (7,5) sia b—1) rispettivamente ai sistemi:

(7.6.1) x = tëja — {a+-lja)xy + f(x, y), y = x2la~xy!a + g(x, y);

(7.6.2) x — (\+{t.la)x2 — 2\Laxy-*-.f(Xi y)+ y — ̂ la-h^a-hVjxy-hgix, y);

per i quali è valido il teorema 2.

d) Inoltre anche per il sistema :

(7.6.3) x = bxy H- f(x. y), y = g{x, y),

ottenuto perturbando il sistema (4,5,3), con Ie solite ipotesi^ e valido
il teorema.

Noteremo anche che se nella funzione G(oc, y, p) definita in
6,1) si fa X=:Y = O = 0, p = 6 e scambiando x con y, con gli stessi

ragionamenti del lemma 1, si ottiene
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LEMMA 4 : soddisfatte Ie ipotesi poste, per ogni valore di p, con
IP '.<• Po ) esiste in un intorno delVorigine una ed una sola funzione,
definita dalle equazioni parametriche :

(7,7) x = p cos syp), y = p sen B>(p)

tale che soddisfa V equazione

b cos 0- sen 9- -+- p j cp(p cos fr, p sen &) —pty(p cos -9-, p sen $) | = 0,

e 2a curva definita dalla (7,7) fta per tangente in O V asse della x.
Se indichiamo con J' la famiglia di curve definite dalP equazioni

(7,7) si ha che per essa sono validi i lemmi 2, 3, 4 del n. 6.
Indichiamo con Vtx* ed d{~ le due regioni definite nel seguente

modo: Cl^ la regione dei punti compresi fra J"'Po, J '_po , con
0 < # < Z 0 , O- la regione dei punti compresi fra J'Po, J'—Po, con
— 20 < — x < 0, oÂe Zo = p0 cos *p(p).

Si ha il seguente teorema 4 :
Dato il sistema (7,6,3), nel piano (x, y), nelle ipotesi poste, nelle

due regioni üL
+ ed n t - nessuna caratteristica passante per un loro

punto interno tende ad O. (caso iperbolico).
Per la dimostrazione del teorema consideriamo ancora Ie (7.2)

e (7,3) che ora nel caso si scrivono

(7,2') dyjdx = g(x, y) \ {bxy -f- f (,x, y))

(7,3') dx/dy ^p(oo, y).

Consideriamo la regione Cl^ (analogo è il ragionainento ne]la
regione Cï^). Scegliamo p,, con 0 <ip1^p0 ed anche 0 <: p1 <C lf

e della regione O ^ consideriamo solo la porzione w"*" compresa
fra J'Pl, J—pD 0 < ^ < 20. Se una caratteristica passa per un punto
interno ad w* non pud tendere all' origine restando in w+ . Infatti
in tal caso si dovrebbe avere dy/dx — 0, mentre da corne si è
definita la regione w+ e dalla (7.3) risulta | dxjdy \ < 1. Quindi
una caratteristica di equazione x z= x(y), passante per un punto
interno a detta regione resta in essa per un tempo finito.

Se questa caratteristica interseca la J"o' vi sarà un punto di
massimo o minimo della funzione x = x(y) secondo che la funzione,
fissato x, p(x, y) è monotona crescente o decrescente con y.

e) Per la dimostrazione compléta che il sistema generale
(1,8), nelle ipotesi poste non dia luogo a un ceiitro nè a un fuoco,
o a un centro-fuoco resta da studiare ii sistema

(7,6,4) i = by* -H /(a:, y), y = g(x, y),

ottenuto perturbando, cou funzioni f(x, y) e g(x, y) soddisfacenti Ie
ipotesi dichiarate nel n. 1, il sistema (4, 5, 4). Perö qui ci limitiamo
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ad osservare che se in uu intorno sufficientemente piccolo del-
V origine si ha g(x, y) sempre dello stesso segno di b, è impossibile che
esso dia luogo ad un centro o ad uu fuoco o centro-fuoco (u)

f) Conviene infine notare che se il sistema (1,8) è della forma

(7,8) x=ax2 -+- b&y -+- cy2 -f- f(x, y)} y = ax2 -+- b&y -+- cy'2 -+- g(x, y)

con b2 — 4ac < 0, il suo sistema ridotto x — aœl -+- bxy •+- cy2, y =
= ax% H- bxy -+- eyz, per i risultati del I I cap. di E.D.N.L. présenta
angoli normali del I I tipo relativo ai raggi inrar iant i di anomalia
$> z= 7Ï/4 e 9- = 3TT/4 ai quali, per i risultati del Y cap. di E.D.N.L.,
corrispondono per il sistema (7,8) rispettivamente dei settori nor-
mali del I I tipo.
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