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Sulla attenuazione nelle guide circolari cou paretî assorbenti.

Nota di LTJIGI CAPBIOLI (a Bologna)

SuntOe - Ricondotto lo studio dei modi che possono propagarsi in una
guida d'onda circolare conpareti assorbenti alla risolusione di un'equa-
zione trascendente nel campo complesso, si détermina V attenuazione dei
modi stessi per valori délia frequenza prossimi o uguali a quelli critici,

Summary. - The study of modes is reduced to détection o f complex roots
of the trascendental équation and the atténuation constant due to finite
conductivity of the circular waveguide walls is calculated for frequen-
cy-values near or equal to cutoff frequenties.

1. 1/ attenuazione che 1' assorbimento délie pareti détermina
nei modi che possono propagarsi in una guida d'onda puö calco-
larsi, come è noto, partendo dall'equazione esprimente il bilancio
(relativo ad un tronco elementare délia guida) dell'energia del
campo, supposta, in prima approssimazione, identica a quella (fit-
tizia) che si avrebbe in assenza di assorbimento. L' attenuazione
risulta cosï proporzionale al rapporto f ra il flusso (medio in un
periodo) di energia del campo fittizio attraverso la parete del tron-
co e l'analogo, <ï>, relativo alla sezione délia guida stessa (1).

Ora, l'ipotesi qui citata (in cui si ammette, in sostanza, che^
per valori sufficientemente grandi délia conducibilità delle pareti
(delFordine, per es., di quella dei metalli usuali), sia trascurabile
rispetto a <1> la differenza fra la stessa <t> e il flusso del campo effet-
tivo) è indubbiamente lecita per frequenze sufficientemente diverse
da quelle critiche (in quanto è, allora, notoriamente, <P ^= 0) ; ma
non è più taie quando la frequenza di lavoro tende ad un valore
critico generico, poichè, in tal caso, il flusso <ï> tende anch'esso allo
zero. Appaiono dunque, presumibilmente, poco attendibili i valori
della attenuazione cui si perviene, col procedimento qui ricorda-
to {%in prossimità delle frequenze critiche.

Nè, d'altra parte, mi risulta che tale questione sia stata posta
nel necessario rilievo in altre ricerche (3), nelle quali, valendosi

(4) Cfr. ad es., H. B. Li. LAMONT, Guide d' onda, • Ed, Univ.
1955, Cap. I I I .

(2) Yedi IJAMONT, op. cit. ; ed anche : 1$. MARCUVITZ, Waveguide Hand-
booU, « M. I . T. », Mc G-raw Hill, ITew-York, 1951, Cap. I L

(3) K. MULLER, « tlber Stabilitdt und Dampfung von Rohrwellen elek-
trischen und magnetischen Typs gleicher Grensfrequenz, « Zeitschr. fur
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della teoria delle perturbazioni, si détermina, in prima approssi-
mazione, come Tenga a modificarsi il campo in una guida quando
alle condizioni caratteristiche dei conduttori perfetti si sostituisca
qnella (di ScHELKtriiroFF) relativa ai buoni conduttori.

Oggetto di questa nota è appunto l'esame del problema orora
accennato, limitatamente, per ragioni di brevita, alle guide circo-
lari (*): provato, anzitutto, che la determinazione del campo in
una guida con pareti assorbenti puö, nell'ipotesi di SCHEI/KTTNOFF,
ricondursi alla risoluzione di un' equazione trascendente nel campo
complesso, determino poi, per i vari modi possibili, espreseioni
dell' attenuazione che comprendono quelle più sopra citate, se Ie
frequenze sono molto diverse da quelle critiche; e sono atte, inoltre,
a fornirne i valori per frequenze prossime o uguali a quelle critiche.

2. Considero una guida cilindrica indefinita, di sezione normale
<7 qualsivoglia ; indico con k il versore di propagazione (asse 0),
parallelo alle generatrici della guida, con t ed n i versori tan-
gente e normale, rispettivamente, al contorno s di <r, costituenti,
nelFordine, una terna destra. Il mezzo interno, omogeneo, è un
dielettrico perfetto di permeabilità p. e costante dielettrica s ; quello
costituente Ie pareti, pure omogeneo, ha conducibilità finita y e
permeabilità (xtf. Ammetto inoltre che i componenti superficiali
2?2, H% dei vettori (complessi) del campo (armonico, di pulsazione w)
soddisfino in ogni punto della superficie interna della parete la
ben nota relazione (di SCHELKTTNOFF (5)).

(1) El = ZHz /\ n,

Katurforsch. », Bd. 4 1949, p. 218. Y. M. PAPADOPOULOS, Propagation of
eïectromagnetic waves in cylindrical wave-guides with imperfectly con-
ducting walls, « Quart. Journ. of. Mech. and Appl. Math. », vol. YII, 1954,
p. 326. A. E. KARBOWIAK, Theorie of imperfect Waveguides: the effect of
walls impedence, « P . I . E. E .» , Par t . B, vol. 102, 1955, p. 698.

(4) Kon è difficile estendere taie esame anche a guide rettangolari e,
valendosi di uu metodo più generale, anche a guide di sezione generica.

(5) S. A. SCHELKUNOFF, The Impedence Concept and lts Applications to
Problems of Beflection, Réfraction, Shielding and Power Absorption, « Bell.
Syst. Tech. Journ. », vol. X Y I I , 1938, p . 17. cElectromagnetic Waves» , Yan
Nostrand, New-York , 1943. p . 320. A proposito di questa condizione, rile-
viamo qui che essa si ritrova anche studiando il campo con metodi più
generali, come è stato provato, sia pure in casi di guide particolari, da
M. D E SOCIO, Sulle condisioni al contorno per le guide imperfettamente
conduttricij «Ace. ISTaz. dei Lincei», S. Y I I I , vol. XX, 1956, p. 469.
Sulla rappresentazione del campo elettromagnetico in una guida a pareti
assorbenti, « Ace. ISTaz. dei Lincei », S. Y I I I , vol. X Y I , p. 63.
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dove è posto

(9\ 7 PM ^A\ (ff \ ^ \

\*) Z=R(l-t-t), \R=y-^y
Indicato con wx (oc, complesso) il coefficiente di propagazione

del campo di pulsazione <o e posto

i componenti trasversali Et, JBCt dei vettori del campo sono espri-
mibili, come è noto (6), con Ie relazioni :

I r -

E* =rz -m I— toioi erad MJ, — «wu. srrad H9 A fc]t

JBCt = Tj [— toux, grad Hz -H iwe grad 1£3 /\ /c],

mentre Ie componenti longitudinali Ez, Hz devono essere soluzioni
delle equazioni

- WHs = 0

e Terificare Ie condizioni al contorno

^

htEz = ^ l̂ wa —T-3 -+- iws —--3 )

conseguenti alla (1).

Oggetto di questa ricerca è, come è stato detto nel n. 1, il cal-
colo della attenuazione

(7) p = 3 |W| = SflV'tó'ejx — h*\ (7)

del campo (cfr. rel. (3)) ; tale calcolo potrà farsi mediante la (7)
stessa, una volta noti i valori della costante complessa hz;

3. Assunte Ie coordinate polari piane p, 6 con polo nel centro
del cerchio G (di raggio a), Ie (5) si riducono entrambe ad una equa-
zione di BESSEL Ie cui soluzioni regolari per p = 0 sono esprimi-

(6) Cfr. ad es„ D. GIRAFFIJ Le guide d' onda, « Sem. Mat. e Fis. di Mi-
lano», vol. XX, 1950.

(7) II aimbolo ©f[âf] dénota qui, come di consueto, il coefficiente della
parte immaginaria del complesso e.
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bili medianté Ie serie

Ez(p, 6) = % Jn{hnp)[Fn cos ̂ 0 -h Gn sen w6],

» 1
ff,(p, 6) = £ Jn(hnp)[Kn cos n6 -+- £„ sen nO] (8)

o

dove-J* è la funzione di BESSEL di prima specie e d'ordine n ;
hn una costante eomplessa, definita sempre dalla (3) (ove è ora da
indicarsi con wxn, in luogo di wx, la costante di propagazione del
modo di indice n) ; e, infine, Fn, Grn, Kn, Ln, quattro costanti.

Tenuto conto delle (8) Ie condizioni al contorno (5') si riducono
alle seguen-ti identità (rispetto alla variabile 6) :

K*ZliH JJhna)[Kn cos ̂ 6 H- i n s e n n6] =
o

. = Stt nJn{hna){Gn cos nO .— F t t sen »6) -+-
• • d o

oo

-+- t̂ojA SM hnJn'(hna)(Kn cos n6 H- i n sen n6),

oo

ftw* Srt Jn{hna){Fn cos tt6 -+- &n sen w6) =
o

= —- ̂  Sn nJn(hna)(Ln cos wô — ÜL„ sen ̂ 6) ~H
tv 0

oo

-+- iws Z Sn hnJ'{hna\{Fn cos nO -i- Gn sen wô).
o

Esse equivalgono ai sistemi (indichiamo con J„ , Jn
r i valori delle

rispettive funzioni calcolate nel punto hna) :

(9)

(n = 0, 1, 2, 3,...),

ciascuno dei quali si spezza in due: Puno nelle sole variabili KnJ

Gn, V altro nelle sole FH, Ln; ed entrambi aventi lo stesso deter-

(8) Cfr., ad esM LAMONT, op. cit., p. 38.
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minante dei coefficient! (9)

hJZJn - io

I campi che possono sussistere nella guida qui in esame sono
dunque quelli definiti dalle (5), (5') per valori délia costante h
uguali alle radici hn delle equazioni

(11) A„ = 0 (» = 0, 1, 2,...),

ciascuna delle quali costituisce la condizione sotto cui il relative
sistema (8) è verificato per valori non tutti nulli delle quanti ta
Fn9 Gn, Kn. Ln. Esaminiamo qui di seguito, separatamente, il
caso di n = 0 (campi simmetrici) e quelli di n ={= 0 (campi diseim-
metrici).

4. Per n = 0 la (10) si spezza nelle due equazioni (trascendenti)

(12)

(13)

tra loro evidentemente incompatibili (10): A valori di hQ soluzioni
della (12) debbono associarsi (cfr. (9)) valori nulli delle costanti
if0, Lo ; e si hanno cosï modi TM; e, analogamente, modi TE
corrispondono alle soluzioni di (13).

Esaminiamo ora la (12) : se è Z~0 essa si riduce alla Ju(h^a) = 0
Ie cui radici sono, se zo

li) (i = l, 2,...) è il generico zero delïa fun-

zione J"o, h0
(i) = -^- ; se è Z^O, ma suf f icientemente piccolo,

come soluzioni di (12) potranno assumersi, in prima approBsima-
zione^ Ie
(14) fc«> = ho

li) -+- V»,

(9) Si rïtrovano cosï risultati ben noti ; ad es. ; un modo TM (o TE) di
una guida perfetta si modifica, in presenza di pareti assorbenti, in un
campo i cui vettori elettrico e magnetico hamio entrambi componenti
longitudinali diverse da zero.

Mentre due modi TEQ. TMi% che nella guida perfetta hanno la stessa
costante di propagazione. si riducono, in presenza di aesorbimento da parte
delle pareti, a due campi non trasversali (cioè con entrambe Ie componenti
25g, He diverse da zero) ed aventi diverse costanti di propagazione (Cfr.
ad es., a taie proposito, i lavori citati in nota (3) ed anche: M. DE SOCÏO,
SulV instabilité delle onde elettromagnetiche in una guida a pareti non
perfettamente conduttrici, «Mem. Ace. delle Scienze di Bologna », S. X,
T. X, 195253, p. 47).

(4°) È, infaUï, eZ2 ~



STTLLA ATTENTJAZIONE NEIXE GUIDE CIECOLABI, ECC. 5 3 1

dove ï(0 è la generica radice delF equazione

(14') mR(i - l)J0'(h™a) = E W * O X W H

che segue dalla (12), tenendo presenti Ie (14), (2) e conservando i
soli termini di primo ordine in lH) (n). Si ha cosï :

(15) ^

e, detta (jjft 1' attenuazione ed uoijjf la costante di propagazione
(ua& = « V - K»a), P e r Ie (7), (14) :

(16) pjflr = 3 [|/Ü, V - V 0 * - 2 ~ (i -1)] •

Se la pulsazione di lavoro è diversa da quella critica (relativa

s'mtende, al caso di pareti perfettamente conduttrici: w0
<{) — —?= V

cioè se risulta o>hp— h0
{i)2 = (wa{â)! sufficientemente grande, dal-

la (16) segue subito, sviluppando il radicale, la relazione

in accordo con i risultati ottenibili col procedimento energetico
o per altra via (I1). Dalle (7), (14), (17) è immediato il calcolo della
variazione kvM che sabisce, per effetto della imperfetta conduci-
bilita delle pareti, la velocità di fase rispetto al valore vM che
essa avrebbe nel caso di pareti perfettamente conduttrici: si ha,
infatti:

i4) Ovriamente, si considerano dello stesso ordine le quantità g(*'>, B e
trascurabili rispetto alle loro prime potenze, quelle superiori ed i prodotti.
TJn'idea dell' ordine di grandezza dei termini trascurati puo aversi consi-0

derando, in un caso concreto, il rapporto fra un termine tûsaJQ
ft(h9

(i)a)R%li)

di secondo ordine trascurato e quello feo
u')aJr

o'(7i(ï
U)a)^(*ï del primo ordine

(della (14')): assunto, ad es., a = 2 . 10—2m, (o — 2TC • 10l° sec-* (la pulsa-
zione critica è qui ^3 ,6 • 1010 sec— *) e supposta la guida di rame, cioè
B^n- 10-2 (cfr. MARCUVITZ, op. cit., tab. 1.2, pag. 28), 1'ordine di tale
rapporto è di circa 6 • 10—5, indipendentemente dai valori di fe0

(t<)a.
(12) Cfr., ad es., LAMONT, op. cit. p. 70, relazione 3.14; MARCUVITZ, op.

cit. p. 67, relaz. 20; si osservi, infatti, che è

sB _sB 1 __ zB 1 jg 1
CLOLaM Ü

Yedi anche: KARBOWIAK, op. cit., formole 67, 78;



532 LXJIGI CAPRIOLI

Supponiamo ora che la pulsazione to sia assai prossiina (o uguale)
a quella critica, cioè che si abbia o>h^ — fto

(l')2^O; detto (Ŝ M *1
valore della costante p in tale ipotesi, si ha, in luogo della (17), la

(17', = s [} / - a =£ «-1)] = f-^(Va - i),
che fornisce V attenuazione per f requenze prossime, o uguali, a
quelle critiche. Tale attenuazione è dunque finita, in corrispon-
denza delle f requenze critiche, secondo quanto si è detto nel
n. 1 (13). Quanto alla velocità di fase, essa assume in questo caso
il valore

w a

Partendo dalla (13) e con procedimento del tutto analogo a
quello or ora descritto, dopo aver posto

dove fc0
(Oa (i = 1, 2,...) sono gli zeri della funzione J"o', si ha l'equa-

zione

in cui sono trascurati, come al solito, i termini di ordine supe-
riore al primo (u). Segue dunque che è

e si ha, per 1' attenuazione delle onde Tj£o, 1' espressione

da questa segue, se la pulsazione di lavoro è diversa da quella
fc0critica we

(0=—rrr, cioè se ŴSJA — k0
(i)2 = (oycd^h2 è sufficientemente

V £JJL V 0MJ

(13) Di notevole interesse, anche tecnico, è il confronto dei risultati forniti
da (16) con quelli delle (17), (17'), al fine di stabilire in quale intorno
della frequenza critica viene meno la validità (s ' intende, nei limiti della
approssimazione adottata) dei risultati deducibili dalla (17), quali, ad es.,
la attenuazione e la pulsazione di minima attenuazione. Ma su ciö non
insistiamo qui.

(14) Anche qui, come nel caso précédente delle onde TM^, il rapporto

_ „ * . / ^ fra un termine trascurato del secondo ordine ed uno del
(öp.aJc>"(ko

wa)
primo è molto piccolo (rispetto all'unita) : esso è infatti, con i dati di
nota (10), ed indipendentemente dai valori di k9

{iia} dell'ordine di 2»10~5.
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grande, Paltra

anch' essa in accordo con formole ottenute con altri metodi (15).
Per pulsazioni prossime o uguali a quella critica, V attenuazione

vale invece (cfr. (17')):

0)0,

5. Nei casi dissimmetrici (n=^0) la (11) assume la forma

n* = 0

che si riduce alla JnJn'=0 quando sia Z=0: Si ritrovano cosï,
per Jn(hna)—0 (e quindi ÜLn=Xrt~0) i modi TMn; e, per Jn'{hna)=:Q
(da cui segue Fn — Gn = 0) i modi T^M.

Anche in questo caso ei limitiamo a supporre ^ sufficiente-
mente piccolo ed a studiare quelle soluzioni hn, kn della (19) che
sono poco diverse da quelle hnQ, kn0 del caso Z = 0.

Sia dunque, in primo luogo, h^a uno degli zeri della funzione
Jn e poniamo, nella (19)

e, per Ie potenze di hn
{i) e Ie funzioni / „ , Jn' i loro sviluppi in

serie rispetto a ln
ii} intorno al punto h^0. Conservando i soli ter-

mini del primo ordine, segue dalla (19) la relazione

formalmente identica alla (15), valida per i' modi TM0 (
16). Si

C5) Cfr. MARCUVITZ, op. cit. p. 70. Per la variazione della velocità di
fase si avrebbe qui, con evidente significato dei simboli:

(16) Tale risultato è ancora in accordo con quelli ottenibili con i raetodi
già ricordati.
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hanno dunque, per Pattenuazione ^M e per l'incremento AvnM

della velocità di fase (per valori della pulsazione sufficientemente

diversi da quelli critici w££. = —^_ 1, Ie espressioni
A

o(i) sB
 A-i „ _ _ . i?-,

VnM —

Nel caso dj pulsazioni molto prossime a quelle critiche yalgono
anche in questo caso, Ie relazioni (17') e (18).

Sia ora k^l uno zero. della Jn
f e poniamo, nella (19)

uu calcolo analogo a quello or ora indicato conduce alla relazioue

n2

fc4(V

nella quale si sono oniessi, per brevità, gli indici M-, (i).

Se la pulsazione di lavoro è diversa da quella critica w

si ha per V attenuazione fW, Tespressione

M-

cui semplici sostituzioni permettono di dare la forma

Se, infine, la guida è eccitata con pulsazione critica, o prossima
a quella critica, si trova, per V attenuazione p„E la espressione

^ 2 * (V2 - 1)

che per w = 0 si riduce a quella a suo tempo trovata per i modi
TEQ. Calcoli del tutto privi di difficolta permetterebbero di deter-
minare, in entrambi i casi qui considerati, le velocità di fase
corrispondenti.

(17) Cfr. MARCUVITZ, op. cit., p. 70. LAMONT, op. cit., p. 70, KARBOWIAK,

op. cit., formola (78).


