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Sui gruppi di collineazioni dei piani di HMughes.

Nota di GUvipo Zaprpa (a Firenze)

Sunto. - Si studia il gruppo di collineazioni dei piani non - desarguesiani
finiti recentemente introdotti da HUGHES, e se ne delermina completa-
mente la struttura nel caso del piano d’ ordine 9.

Summary. - The collineation ghmp of non-desarguesian finite planes
recently introduced by HuaHEs is studied and, in the case of the plane
of order 9, completely determined.

Recentemente HuaHES [2] generalizzando uno dei tipi di piani
non desarguesiani d’ordine 9 (cioé con 10 punti su ogni retta)
indicati da VEBLEN e WEDDERBURN [4] ha introdotto tutta una
nuova classe di piani non desarguesmm finiti, che chiameremo
piani di HueHESs.

I’ ordine di un piano di HugHES = & della forma p**, con p
numero primo. Inoltxé = contiene un sottopiano =, d’ordine p~,
desarguesiano. HuogHES ha mostrato che = ammette un gruppo di
collineazioni H ciclico d’ordine p*® + p” +- 1. Le collineazioni di H
si ottengono prolungando a tutto = le collineaziomi dell’analogo
gruppo cliclico ammesso da =; in base ad un noto teorema di
SinGER [3]. Nel caso particolare p™ — 3, = ammette anche un gruppo
di collineazioni I' d’ordine 6, che lascia fermo ogni punto di 7:0‘
I gruppi H e T risultano permutabili elemento per elemento e
privi di elementi comuni, di modo che =, sempre nel caso p” — 3,
viene ad ammettere il gruppo di collineazioni H >< I' d’ordine 78.
HueuEs perd lascia aperto il problema di determinare il gruppo
totale di collineazioni di =, sia nel caso generale che in quello
particolare p* = 3.

Nella presente Nota affronto tale problema. Nel caso generale
dimostro (n. 1) che ogni proiettivita di =, pud prolungarsi a tutto
m, di modo che = ammette un gruppo di collineazioni G isomorfo
al gruppo totale delle proiettivita di =,. Nel caso particolare p™ = 3,
determino (n. 3) pienamente il gruppo totale = delle collineazioni
~di m,. Precisamente, dimostro che S = G x I, e che di conseguenza
Vordine di 2 & 33696.

Resta ancora aperto il problema di determinare il gruppo totale
di collineazioni di = nel caso generale.
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1. Sia R un quasicorpo del Dickson finito d’ordine p?*, con-
tenente un campo di Gavrois F d’ordine p" come suo centro; si
ponga q = p** + p” + 1. Sia V il sistema delle terne ordinate di
elementi di R, e V, quello delle terne ordinate di elementi di F.
Sia w, il piano desarguesiano sopra F': punto di =, & ogni terna
" appartenente a V,, ad eccezione della terna (0, 0, 0), e con 1’iden-
tificazione (kx, ky, kz) = (x, y, 2) per (x, ¢, 2) in V, e k elemento
qualunque di F==0. B noto [3] che =, ammette una proiettivita
A di periodo q. La sua equazione pud scriversi nella forma

X' =a,% + Q.Y+ 6,2
’

Y == QX = (oY + Qp3%
s

2 = @y & + Qg + Ayy?

con a; (¢, j=1, 2, 3) in F, e |a;|F0.

Si noti che la 4 induce una trasformazione (non solo di V,,
ma anche) di V in s, (che chiameremo ancora 4) la quale porta
la terna (0, 0, 0) in se stessa, ed & tale che A(kx, ky, kz) = kA(x, y, 2),
per ogni k4=0 in E, perch® gli a, appartengono al centro F di R.

Il piano grafico finito (non desarguesiano) =, introdotfo da
HvueBES in [2], pud allora definirsi nel modo seguente :

Diremo punfo di = ogni terna in V, con I’eccezione della terna
(0, 0, 0) e con I’identificazione (kx, ky, kz) = (x, y, #) per ognik =40
in R. Da quanto si & visto sopra, risulta che ogni potenza di A4
porta un punto di = in un punto di =.

Diremo retta : (a) ogni insieme L, di punti verificanti un’equa-
zione del tipo * + yt +2=0, ove { & una costante — 1 oppure
contenuta in R, ma non in F; (b) ogni insieme IL,A™ di punti
ottenuto trasformando un insieme del tipo (¢) mediante una potenza
A™ di A, con 1<<m <gq. Si ha allora facilmente (vedi [2]) che =
¢ un piano grafico con ¢*+ 1 punti sopra ogni retta. Ogni retta
di m, & contenuta in una ed una sola retta di =, con la quale pud
identificarsi. Lie g potenze distinte di A costituiscono un gruppo
di collineazioni di w, mutante =, in so.

Sia ora B una qualunque proiettivitd di =, e siano

x' =b,,® + by + b,z
(1) Y =by® + byy + by
2" = by,@ + b,y + byz
le sue equazioni. Sard b; in F (¢, j=1, 2, 3) e |b;/3F=0. Si ha

facilmente (ragionando come per la A) che la B induce una tra-
sformazione di V in s (che diremo ancora B) la quale porta ogni
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punto di = in un punto di =. Si ha subito che la B & biunivoca
sui punti di =. Infatti, detto B; il complemento algebrico di b,;
in |} b;|| si ha che, se nelle (1) si suppongono noti 2, %', 2’ e inco-
gniti @, y, 2, e si pongono nei secondi membri di esse, in luogo
di «, y, 2, i valori

Bll ’ ‘le ’ BIH
-+ 4
T8, Y ™ T8y

x + By y -+
lbv] |b1’jl lb

’

32 zl
iJ |

B ‘B

B .
1 ’ 23 '+ 33 ’
|bi.ilx+|bfjfy |bij|z

valendo in R la proprietd distributiva a sinistra, si ottengono i
valori &', 4, #’. Vogliamo ora provare che B & una collineazione
di =, e a tal fine basterdh provare che B porta rette di = (pensate
come insiemi di punti) in rette di =.

Sia L,A™ (t =1 oppure { in R, fuori di ¥, 0 <<m < ¢) una retta
di =. Vogliamo provare che I’insieme L,A™B ottenuto trasformando
i punti di L,A™ mediante B & ancora una retta di =. A tal fine pro-
veremo anzitutto che, presa ad arbitrio una retta L,4" di = (s=1
oppure s in R fuori di F). ’insieme I,A™B o ha un sol punto in
comune con la retta L.A", o coincide con essa:. Poich® A" porta
ogni punto comune a L, ed L,A”BA—" in un punto comune ad
L.A" ed L,A™B, e, viceversa, ogni punto comune a LA" e L,A™B
proviene (per effetto di 4”) da un punto comune ad L, ed L,A"BA—™",
basterd provare che L, ed L, A™BA—" o hanno un sol punto in
comune, o coincidono. '

Il ragionamento seguente & molto simile a quello fatto da
HueHES in [2] per provare che = & un piano grafico.

Si ponga C= A"B—"4—™. La C, al pari di A", B~ e 4~ &
_una proiettivith di =,, rappresentabile mediante una sostituzione
lineare

' =€, & + €Y + €37
(2) Y =€y + CypYf + €32
2= ca;x + Cg,Y + €432
con ¢; in F (4, j =1, 2, 3) e |¢;|3=0. Dobbiamo dimostrare che L,

e L, hanno a comune un sol punto o coincidono. Il punto
(x, y, #) risulterd comune ad L, ed L,C—! se e solo se il punto

(€% + €13y + €38, €01 @ + Coplf + C338, €T + CypY + Cy32)
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risulterd comune ad L,C e ad L,, ossia se e solo se (x, ¢, #) veri-
fichera le equazioni

3) x+ys+2z2=0

(4) (€1, + €15y + €132) ~+ (CoxT + CoyY + C352)E + (C31% + gy + Cy32) = 0.

Risolvendo la (3) rispetto ad x e sostituendo in (4) si ha

() Yyu + 20 + (Yv + 2b)t =0

ove
U == Cyy + Cgp — (C;; + Cy))8 V== Cyy — Cg,8
@ == Ciz + 33 — (¢, + C3) b=1¢;3—¢,, -

Si nofi che @ e b sono in F. Diétinguiamo vari casi: -
T) 530. La (5) pud essere scritta

(yv + 2b)b—'a + y(u — vb—'a) + (yv + 2b)f =0
utilizzando il fatto che a e b sono in F; od anche
(6) (yv + 2b)(b~'a + t) + ylu — vb—'a) =0.
Se ¢ =1 la (b) diviene
7 Ylu + v) + z(a + b)=0.

Questa, se w+v=0, a +b=0, pud essere soddisfatta con y
e z arbitrari, ed x pud essere ricavato di conseguenza dalla (3).
In tal caso il sistema delle (3) e (7) & equivalente alla sola (3),
onde L,C—! coincide con L,. Se poi @ u+v=0, a+b=0, la (7)
fornisce y = 0, e la (3) di conseguenza x = — z. Allora L, ed L,0™!
hanno uno ed un sol punto in comune. Ad analoga conclusione
si giunge se & a + b3=0, potendosi assegnare ad y un valore arbi-
trario =0, e ricavare di conseguenza z dalla (7) e successivamente
« dalla (3). '

Se & {4=1, quindi ¢ non in F, essendo a e b in F, I’ elemento
w=>b"'a+t & 3=0. Dalla (6) segue allora,

(yv + 2b)w = — y(u — vb—1a)
da cui, moltiplicando ambo i membri a destra per w—! e racco-
gliendo y a fattor comune a sinistra,
(8) ylv + (u — vbayw]+2b=0.

Bssendo b=0, si pud assegnare ad y un valore arbitario =0,
e ricavare z dalla (8) e successivamente x dalla (3). Allora L, e
L,C—! hanno in comune uno ed un sol punto.
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II) b =0, a3=0. Allora (5) diviene
9) Ylu + vf) +2a =0.

Essendo a3=0, si pud assegnare un valore arbitrario 4=0 ad y
e ricavare di conseguenza #z dalla (9) e successivamente x dalla (3).
Allora L, ed L,C—! hanno a comune un punto ed uno solo.

III) @ = b =.0. La (5) diviene allora
(10) Ylu +vt)=0.

Se & u+vt =0, la (10) & una identith, onde il sistema delle
(3) e (B) & equivalente alla sola (3), e L, ed L,C~*! coincidono.

Se poi u -+ vi3=0, la (10) fornisce y =0, e la (3), di conse-
guenza, x = — 2. La L, e la L,C—! hanno allora in comune uno
ed un solo punto.

Resta pertanto provato che ’insieme I,,A™B, o ha a comuné con

una retta di = uno ed uno solo punto, o coincide con essa.
) E allora subito visto che L,A™B coincide con una retta di
n. Infatti, da ognuno dei p** + 1 punti di L,4A"™B escono p** + 1
rette di =. Se L,A™B non coincidesse con alcuna retta di =, le rette
uscenti dai suoi vari punti sarebbero tutte distinte, onde = ver-
rebbe a contenere (p*" 4+ 1)2 = pi* 4+ 2p?" + 1 rette, mentre ne con-
tiene solo p** + p2" + 1.

Possiamo pertanto concludere col

TroreEMA I. - Se R & un quasicorpo del DicksoN d ordine p>"
(p primo, n=>1) il cui centro F abbia ordine p", = & il piano di
HueHESs relativo ad R e =, il suo sottopiano a coordinate in F,
ogni proiettivita di =, puo prolungarsi in una collineazione di =.

2. D’ora in poi, R sia, in particolare, il quasicorpo del DicksoN
d’ordine 9, e di conseguenza F il campo di Garors d’ordine 3.
Essendo F d’ordine primo, ogni collineazione di =, & una pro-
iettivita. I/ordine del gruppo G delle collineazioni di =, vale
13.12.9 .4 = 5616.

Proviamo ora che:

Una collineazione di = che lasci fermo ogni punto di =, e un
ulteriore punto P, & U identita.

E noto [2] che se P & un punto di = non giacente in w,, P
appartiene ad una ed una sola retta r di =,, la quale natural-
mente contiene 4 punti di =,. Le rette che congiungono P con gli
ulteriori 9 punti di =, devono essere tutte distinte, poiché ciascuna
di esse, non appartenendo a m,, non pud contenere piut di un punto
di quest’ultimo. E poiché le rette di = passanti per P sono in
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numero di- 10, si ha che ogni retta passante per P contiene un
punto di «, (e precisamente uno solo, se essa & distinta da 7).

Né segue che, se T & una collineazione di = che lasci fermi
ogni punto di =, ed il punto P, T lascia ferma oguni retta per P
(poich& una tale retta congiunge necessariamente P con un panto
di =y, unito per T al pari di P).

Sia ora @ un punto di = fuori di » e di =,, e sia s 1’unica
retta di =, cui @ appartenga. Il punto @ risulta unito per T, per-
ché intersezione delle rette unite s e P@, distinte tra loro.

Sia intine M un punto di r, fuori di =,, e sia { una retta per
M, distinta da »r. Ogni punto di ¢, ad eccezione al piu di M, &
unito per T, onde { stessa & unita; fale & pertanto anche M, quale
intersezione delle rette unite ¢ ed ». Resta quindi provato che
ogni punto di = & unito per T, come si voleva.

Notiamo ora che se S,, S, sono due collineazioni distinte di =
le quali lascino fermo ogni punto (e quindi anche ogni retta) di
m,, €sse non possono indurre la stessa sostituzione sopra i punti
non contenuti in =, appartenenti ad una retta r di =,, altrimenti
S,7'S, lascerebbe fermi, oltre i punti di =,, anche quelli di », e,
per I’ osservazione precedente, sarebbe I’identita. Pertanto il gruppo
delle collineazioni di = che lascino fermo ogni punto di =, & iso-
morfo al gruppo delle sostituzioni da esse determinate sui 6 punti,
fuori di =,, appartenenti ad una retta » di n,; e tale gruppo deve
a sua volta essere regolare, perche altrimenti una sua sostituzione
(e quindi anche la collineazione che la determina) lascerebbe fermo
un punto fuori di =, senza essere 1’identita. Possiamo quindi con-
cludere affermando che :

L’ ordine del gruppo formato dalle collineaziont di = che lasciano
fermo ogni punto di =, non pud superare il 6.

Ma & noto [2] che il gruppo, d’ordine 6, degli automorfismi
di R induce un gruppo TI', anch’esso d’ordine 6, di collineazioni
di = che lasciano fermo ogni punto di =,. Pertanto [' coincide col
gruppo di tutte le collineazioni di = che lascino fermo ogni punto
di =,.

Entro il gk’uppo Z di tutte le collineazioni di = che mutfano in
8¢ w, abbiamo individuato due sottogruppi notevoli: G, d’ordine
5616, costituito dalle collineazioni ottenute prolungando a tutto =
le collineazioni di =, e I', d’ordine 6, costituito dalle collineazioni
indotte dagli automorfismi di R, ovvero dalle collineazioni che
lasciano fermo ogni punto di =,.

Vogliamo ora provare che 8 2= G X I'. Si ha intanto G [|'=1,
percheé le collineazioni in I' lasciano fermo ogni punto di =,, men-
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tre tra le collineazioni in G solo I’identith gode di tale proprieta.
Si ha inoltre X = GI perche, se T & una qualunque collineazione
in 2, essa, mutando w, in s8, vi subordina una collineazione, e
quindi opera in =, allo stesso modo in cui vi opera una conve-
niente collineazione C in G. Pertanto C—tT lascia fermo ogni
punto di =,, ossia coincide con una collineazione S in ['; vale a
dire T—=CS, da cui £ = GV

Resta ora da provare che ogui collineazione C in G & permu-
tabile con ogni collineazione S in I'. Sia |l¢;!| la matrice dei
coefficienti della C (5, j =1, 2, 3; |c;| 30, ¢; in F), e sia ¥ I'au-
tomorfismo di R che da luogo ad S. Se ¥ porta z, y, z in x, Y, 2,

§ porta il punto P =(w, y, 2) nel punto P_(a:, Y, 2) e C porta il punto

P=(@, y, 2) nel punto P'=(c,,# + €,y + €147, Cy\T + Coslf + Cy37,
€y % + Cy51f + Cy37). Pertanto il prodotto SC porta P in P’. D’altra
parte, C porta P in P’ =(c, ;@ + €, Y + C;32 Cs & + Cylf + Cy32,
€\ X + C3Y + C332) ; © poichd S porta =, y, #z in x, y_, 2. e ognuno
dei ¢; in s& (perch® ogni automorfismo di R .lascia fermo ogni
elemento di F), 3 porta ¢, & + ¢,y + ¢;2 in CX + CigYf + €2 (i=1,
3, 3) onde S porta P’ in P’. Ne segue che CS porta P in P’, al
pari di SC, e data Varbitrarieth di P, si ha CS = SC. Risulta
pertanto 2 —= G XTI, come si era affermato. Si pud quindi con-
oludere col

TroreMA II. - Se w & ¢l piano di HucHES relativo al quasicorpo
del DicksoN R d’ordine 9, e ©, & il suo sottopiano relativo al cen-
tro F di R, il gruppo delle collineazioni di = che mutano in sé =,
¢ dato dal prodotto diretto £ =G < T, ove G & il gruppo costituito
dai prolungamenti a tutto = delle collineazions di =, e T' & il gruppo
delle collineazioni indotte in & dagli automorfismi di R. L’ ordine
di X vale 5616 > 6 — 33696.

Poiché G & isomorfo al gruppo delle collineazioni del piano su
" GF(3), ampiamente noto, ¢ U al gruppo totale di sostituzioni su
tre oggetti (vedi HueHES, [2]), la struttura di 2 & da considerarsi
nota. '

3. Resta ora da provare che ogni collineazione di = lascia fer-
mo =,, dopo di che risulterd che £ coincide col gruppo di tutte
le collineazioni di =.

Proviamo alcuni lemmi.

LeMma I. - Una collineazione di = appartenente a G, la quale
subordini in m, un’ omologia, & essa stessa un’ omologia.

Sia C una collineazione di = appartenente a &, la quale subor-
dini in n, un’omologia e sia = 1’asse di quest’ultima. Necessaria-
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mente r & una retta di =,, e data la transitivita di G sull’insieme
delle rette di =,, non & restritfivo supporre che » coincida con la
retta di equazione y — 0. Ogni punto di =, appartenente ad r sara
mutato in s& da C, e cid comporta che C sia data dalla sostitu-
zione lineare

' =a,% + Y

’

Yy = Q2sY
’
7= Qg3 + 0,2 .

Ma una tale sostituzione muta in sé anche ogni punto di »
che non sia in w,. Pertanto la C, considerata come collineazione
di =, ha una retta di punti uniti, e quindi & un’ omologia.

Si noti che il centro e 1’asse di C sono i medesimi, sia che si
consideri C come omologia di = che di m,. Si ha pertanto il .

.LEMMA II. - Comunqgue si prendano un punto P e una retta v
incidenti, appartenenti a =,, esiste in G qualche omologia (speciale)
non banale di =, di centro P ed asse r.

Infatti, esistono due omologie speciali non banali di =, di
centro P ed asse 7, le quali sono necessariamente subordinate da
collineazioni di = contenute in G. Per il lemma I, e per 1’ultima
osservazione, tali collineazioni sono omologie speciali di =. di
centro P ed asse 7.

Levmma ITI. - Il gruppo 2 & tramsitivo sull’insieme delle coppie
punto-retia incidenti non appartenenti a .

Siano P, r e P’, ' due coppie punto-retta incidenti in = non
appartenenti a w;. Vogliamo dimostrare che esiste in £ una colli-
neazione che porta P in P’ ed r in 7.

Il gruppo % & certamente transitivo sui punti di =~ non appar-
tenenti a =,, perche tale  un suo sottogruppo d’ordine 78 consi-
derato da HvucHES ([2], n. 3). Pertanto esiste una collineazione

S in = che porta P in P’: essa portera la retta » in una retta »
 per P’, non appartenente a m,. Sia ¢ la retta di m, passante per
P’. Le rette r ed +' hanno ciascuna un punto ed un solo a comune
con w,. Siano A ed A’ tali punti. Si consideri in m, 1’ omologia
speciale T di asse ¢ che porta 4 in A'. Il suo prolungamento a
tutto m, che chiameremo del pari T, & ancora un’ omologia speciale
di asse £, e porta;in r’, lasciando fermo P’. Il prodotto ST porta
P in P’; ed r in 7', onde il lemma risulta dimostrato.

X poi evidenle che 3 & transitivo rispetto alle coppie punto-retta
incidenti P, r con P ed » in =,. Inoltre = & transitivo rispetto
alle analoghe coppie con P in =, ed » non in =,. Infatti se P,
r e P, v’ sono due coppie punto-retta incidenti con P, P’ in =,,
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r ed ' non sono in =,, esiste in Z una collineazione che porta
r-in 7, e questa porta anche P in P’, perchée P (P’) & I’unico
punto di r (di ») che appartenga a .m,. Analogamente si vede che
2 & tramsitivo rispetto alle coppie punto-refta incidenti P, + con
P non in =, ed r in =,.

Pertanto :

LeMya IV. - Le coppie punto-retia incidenti P, r di = si suddividono
rispetto a = in £ sistemi di lransitivita : a) coppie con Ped r in =,;
b) coppie con P in =, ed r mown in w,; c) coppie con P non in =,
r in m,; d) coppie con P ed r non in =,.

Ora siamo in grado di dimostrare che ogni collineazione di =
muta in sé w,. Procederemo per assurdo, e supporremo che esista
una collineazione di =, la quale non muti in sé¢ =,. Indichiamo
con X il gruppo di tutte le collineazioni di . La nostra ipotesi, da
dimostrare assurda, equivale all’altra, che = sia pit ampio di =.

Determiniamo i sistemi di fransitivita in cui si suddividouo le
coppie punto-retta incidenti rispetto a =. Ognuno di tali sistemi
" o coincide con uno dei sistemi analoghi a), b), ¢), d) relativi a =,
di cui al lemma IV, o & dato dall’unione di un certo numero di
tali sistemi. Orbene, se ¥ & pii ampio di 2, in S ¢’® ana collinea-
zione S che porta un punto P di =, in un punto P’ non di =,.
Il punto P d& luogo a 4 coppie punto-retta incidenti del sistema a)
e a 9 coppie del sistema b), mentre il punto P’ da luogo a una
coppia del sistema c¢) e a 12 del sistema d). Pertanto S porta
certamente qualche coppia del sistema a) e qualcuna del sistema b)
in qualche coppia del sistema d), onde i sistemi a), b), d), danno
luogo a un unico sistema rispetto a =. Ma anche il sistema c) deve
appartenere al medesimo sistema rispetto a =, perché 'unica coppia’
del sistema c) relativa a P’ proviene, per effetto di S, da una coppia
del sistema a) o del sistema b). Possiamo quindi concludere affer-
mando che:

Se = & pit ampio di =, = & tramsitivo rispetto all’ insieme delle
coppie punto-retta incidenti.

Dal lemma I discende che, commnnque si prenda una coppia
punto-retta incidenti P, r in ny, esiste in n, e quindi in = qualche
omologia speciale non banale di centro P ed asse r. Per 1’ultima
osservazione, se X & pilt ampio di I, la coppia P, r pud essere
portata, da una conveniente collineazione S in =, in una coppia
punto-retta incidenti P’, v’ di = arbitrariamente scelta. Allora S
trasforma le omologie non banali di centro P ed asse 7 in omolo-
gie non banali di centro P’ ed asse 7’. Pertanto, data 1’ arbitrariets
di P’ ed 7/, si ha che:
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Se = & pinn ampio di Z, comunque si prendano in © un punto
P’ e una retta r’' incidenti, esiste almeno un’ omologia speciale non
banale di ceniro P’ ed asse r'.

Ma, per un teorema di G-LEASON ]1], un piano grafico finito in
cui, per ogni coppia punfo-retta incidenti P, r, esiste un’ omologia
speciale non banale di centro P ed asse r, & desarguesiano. Percid :

Se I & pitv ampio di 3, = & desarguesiano.

Poich® = non & desarguesiano (HueHES [2]) = non pud essere
pits ampio di =. Possiamo quindi concludere col

TroreMA IIL. - Il gruppo =, di cui al teorema II, & il gruppo
di tutie le collineazioni del piano di HueHES relativo al quasicorpo
del DicksoN d’ordine 9.
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