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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sul tensore associato ad una corrispondenza
fra spazi proiettivi.

Nota di GHEORGHE YRASTCEANU (a Bucarest)

Sunto. - Si danno Ie condizioni alle quali deve soddisfare il tensore U^h
che si puö associare ad una corrispondenza tra due spazi proiettivi. e
si mostra conte si pub determinare la corrispondenza conoscendo il
tensore U^k. Si da altresï una interprétazione geometrica dei tensori
covarianti lijh, Jljki,-•, associati. Si considéra poi una derivazione
covariante e si considerano Ie trasformazioni proiettive in sè di una
corrispondenza e si mostra che nel caso n = 2 il gruppo di trasforma-
zioni in sè puö avere al piü 2, 3 o 4 parametri secondo che la corri-
spondenza è di prima, seconda o di terza specie. Per n >> 2 il gruppo
puö avere al piü n2 — n -H 2 parametri e questo massimo è raggiunto.

Summary. - The conditions to which the tensor n*yir associated to a cor-
respondence between trvo projective spaces, must satisfy, are given. lt is
shown how the cor respondence can be found when the tensor Hijk is
nown. Geometrie interprétation is also given for the associated covariant

tensor s Ujk, ^ju- Covariant differentiation is then considered and
projective sel f-trans formations of a given cor respondence. lt is shown
that, in the case n = 2, the group of self-transformations can have no
more than 2, 3 or 4 parameters according as the correspondence is of
the firstj second or third kind. For the case n > 2 the same group can
have no more than n2 — n + 2 parameters and this upper bound is
reached.

1. In una Nota précédente (a) ho associato ad una corrispon-
denza
(1) ui = ui{x\..., xn)

(4) Gr. VRANTCEANU, Trasformazioni puntuali tra spazi affini o proiet-
tivi e spazi a connessione affine euclidea. Questo Bollettino, Ser. I I I ,
Vol. XII, pp. 145-153, (1957). I risultati di questa I^ota e del presente
lavoro sono stati esposti in tre conferenze fatte all'Istituto di Greometria
deirUnirersità di Bologna nei giorni 8, 9 e 12 novembre 1957.
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4 9 0 GHEOKGHE VBANCEANU

tra due spazi proiettivi A^x1, ... , xn) e En(u
l,..., un) un tensore

T\\1k definito in An, Ie componenti di questo tensore non essendo
altro che Ie componenti della connessione proiettiva dello spazio
a connessione affine euclidea An, per il quale u* sono delle coor-
dinate cartesiane.

Altrimenti detto, indicando con r*^ Ie componenti della connes-
sione affine dello spazio JL„, queste componenti sono definite
dalle equazioni

e Ie componenti ncyA della connessione proiettiva dalle formule

8*
v 7 y n -f-1 *

dove Fft è la connessione contratta Tk = T\k. Tenendo conto delle
(2) si ha

_ dlog A

dove A è il déterminante funzionale della trasformazione pun-
tuale (1).

Ponendo
i

(4) v = A"^1"1

Ie formule (3) si possono scrivere

,5)

Ie quali esprimono Ie componenti della connessione affine Vljk

mediante Ie componenti TI^ e la funzione v.

Dobbiamo altresï tener conto del fatto che Ie componenti F ^
devono soddisfare alle condizioni

(6) rv„ = aj£ - ^ + p f » p,, - Prf r-yi = o

che rappresentano la condizione necessaria ë sufficiente perché le
equazioni (2) formino un sistema completamente integrabile.
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Yogliamo ora, utilizzando Ie formule (5), vedere a quali condizioni
devono soddisfare Ie componenti Ï I ^ . È facile vedere, facendo i
calcoli e tenendo conto delle (5), che Ie (6) diventano

(?) vU*Jkl -f- V K ~h n^vs) - Vto* -+- U'Jkv.) = 0,

dove si è posto

(7') h% ^ ^

Se si pone nelle formule (7) i = ï e si somma, otteniamo Ie
formule

(8) «y4H-nV t t?J = ^ ï J f c f y 4 ,

dove si è posto

(8') MJk = nik + d-^,

le quantité Ujk essendo date dalle formule

(9) nJk = n^U'ik

e rappresentano Ie componenti del tensore quadratico associato
al tensore ÏIfyA.

In virtù delle (8), Ie formule (7) si scrivono

e rappresentano delle condizioni alle quali devono soddisfare Ie
quantité II1'^. Queste condizioni sono necessarie ma non sufficienti.
Infatti Ie equazioni (8) devono avere una soluzione in v non nulla.
Considerando Ie condizioni di integrabilità delle equazioni (8) e
tenendo conto delle (10), si ottengono Ie condizioni

che sono necessarie e sufficienti purchè il sistema (8) abbia una
soluzione non nulla. Ora se queste condizioni sono verificate, il
sistema (8) è completamente integrabile, dunque la funzione v
dipende da n -+-1 costanfci arbitrarie. Abbiamo dunque il teorema:
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La condizione necessaria e sufficiente perché le quantité 11^
siano componenti del tensore di una corrispondenza ira due spazi
proiettivi è che esse soddisfinö aile formule (10) e (11).

Supponiamo adesso che si conosca una soluzione Tl\k délie equa-
zioni (10) e (11). In questo caso la funzione v è determinata dalle
equazioni (8) astrazione fatta da n -+- 1 costanti arbitrarie. Consi-
deriamo allora la funzione u definita dal sistema

dxsdxk sk dxs

dove si tiene conto delle formule.(5), dunque abbiamo

} dxsdxh "*" sk dxs "*" v dxs dxh "*" v dxh

Consideriamo altresï la funzione

Ke risulta facilmente, tenendo conto délie (8) che la funzione a
soddisfa anche essa aile equazioni (8). Ne risulta dunque che indi-
cando con v1, ..., vn+l gli n +-1 intégral! indipendenti del sistema
(8) si possono avere n integrali del sistema (11') prendendo

Ne risulta dunque che le soluzioni del sistema (8), il quale
sistema dipende solamente dalla connessione proiettiva, sono coor-
dinate omogenee dello spazio euclideo Eu(u

l, ...,un). Abbiamo
dunque il teorema :

Essendo data una soluzione n£
a délie equazioni (10) e (11), le

quantité n ^ s* possono considerare componenti di una connessione
proiettiva euclidea, la trasformazione puntuale associata essendo
determinata, astrazione fatta da una proiettività.

Osserviamo ancora che nel caso in cui si abbia

le equazioni (8) hanno la soluzione v = costante ossia esistono
délie trasformazioni puntuali a déterminante funzionale costante
che possiedono il tensore I I ^ . Bvidentemente esistono altresï altre
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trasformazioni puntuali aventi lo stesso tensore ma per Ie quali
il déterminante funaionale non è costante.

2* Essendo dato il tensore 11̂ A si puö considerare non sola-
mente il tensore quadratico Tljk, ma anche altri tensori covarianti

Possiamo dunque considerare le forme differenziali associate

(13) W = T

ed è facile avere un'interpretazione geometriea di tali forme.
Infatti essendo dato il tensore ïli

jk ed il vettore infinitésimale dx{,
le quantità

costituiscono un tensore misto del secondo ordine, cosicchè pos-
siamo considerare in un punto qualunque la proiettività tra vet»
tori definita da questo tensore

(14) pv'i=pji?t.

Considerando allora Pequazione caratteristica di quesfca proiet-
tività

(!&)• I P** — PV I =?= 0,

si puö mostrare, con un metodo analogo a quello utilizzato nella
teoria dei gruppi continai, che la somma dei quadrati delle radici
(15) è data dalla forma quadratica W, la somma dei cubi delle
radici dalla forma <ï>, etc. (2).

Osserviamo altresi che se invece délia proiettività (14) legata
ad un certo vettore dxi

9 si considéra la corrispondenza quadratica

(16) pv'i = Ui
:[kv

jvh

si trova la trasformazione linearizzante del prof. E, CECH (8) e per
n —2 Ie direzioni coincidenti, ossia definite da

(2) Yedasi : A. DOBRESCCJ, Asupra ecuatiei caracteristice a unui grup
Gr, Analele Universitàti i , Bucuresti, p p / 5-27 (1956).

(3) "E. CECH, G-éomêtrie projective différentielle des corrispondences entre
deux espaces, I, Casopis/74, p. 37 (1949). Si veda anche: M. V I L L A , Pro-
blêmi intégrait sulle trasformazioni puntuali, Compositio Mathematica,
Vol. 12, p. 138 (1954).
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ci danno, corne facilmente si verifica, le direzioni caratteristiche
definite dalla equazione

v1Tl2
jkv

jvh — vtTi1
Jkv

jvh = 0.

Yediamo adesso in quale caso la corrispondenza (16) per n = 2
è dégénère e cioè fa corrispondere a qualunque vettore vi un vet-
tore di direzione fissa vH. Per questo è necessario e basta che il
rapporto

sia indipendente da v, ossia che siano verificate le condizioni

formule che si possono anche scrivere, tenendo conto che
n i n -H-H ĵ = 0, n1^ H- n%2 = 0, sotto la forma

i 12 X X 22
ri« Tig — Tri •
i i u ii 1 S — ii 1 2

Esse ci mostrano, che il tensore quadratico 11̂ . è nullo, ossia che
la corrispondenza è di terza specie. Ne risulta che la corrispon-
denza quadratica (16) non è dégénère per n = 2, se la trasforma-
zione (1) non è di terza specie.

Cerchiamo adesso di vedere se esistono per n > 2 délie trasfor-
mazioni puntuali per le quali la trasformazione quadratica (16) è
dégénère in modo che tutte le forme quadratiche sono nulle salyo
una, per es. se abbiamo

In questo caso 'n«?-w e le formule (10) ci dicono che le formule
(12) sono verificate, D'al tra parte, avendo

ne risulta che I11
U = O, dunque in virtù délie (12) abbiamo Iïljfc —0

e questa ci porta alla conclusione che Ukl = 0 ; la forma quadratica
associata *F è quindi identicamente nulla e abbiamo

ex1
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Ne risulta che otteniamo il più generale tensore avente la pro-
prietà voluta prendendo

(18) mlt = o, n«ii = o, n'i4 | ^

dove ƒ non dipenda dalla variabile xl. La soluzione dipende dun-
que da una funzione arbitraria di n — 1 variabili,

3. Nella mia Nota citata ho dimostrato che le quantità I ï^
definiscono un tensore rispetto aile trasformazioni proiettive

dunque abbiamo le formule

proprietà doyuta al fatto che le trasformazioni proiettive soddi-
'sfano aile formule

av* __ î dxH aiogD i dxH aiogD
^ ' dxjdxk "~ w + 1 9a? 0o;ft h % + l ôS* dxJ'

dove D è il déterminante funzionale délia trasformazione (19).
Deriviamo adesso le formule (20). Abbiamo tenuto conto

délie (21)

/A 3a/_r/ i _ aa/
r5 ax^\ïTii â»*

dx'P ~dxj dxï :dxT "*"

i ^ alogD i a^ r g log D\ dx's

/ i dxfh

1!i* \ n H- 1 * ax5
aiogD

xï + n H- 1 aa:2 ax* /

Tenendo conto délie (20), queste formule si possono anche scrivere
ax*

moltiplicando per ~~m e sommando rispetto a h

rî *£ d^l d^l ^L —dJ}jk 1
 n , dlogD

'p dxi dxh dxl dx'h — dxl n-t-l lk dx*

elogD 1 dlogD 1 s
I 1 4 n 6
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Facciamo in questa formula i=l e sommiaino. Si ottiene

m'h>s fa" dx'*_dWjk n - l dlogD

formule che ci mostrano ehe le quantité

si trasformano secondo le formule

per una trasformazione proietfciva (19). Ne risulta che le quantità
Njk non costituiscono un tensore e la stessa propriété yale per la
quantità M1k che hanno la stessa legge di trasformazione corne le
Njk tenendo conto del fatto che Ie Hjk costituiscono un tensore.

Oonsideriamo adesso le quantità

Tenendo conto delle (22) ne risulta che queste quantità si
trasformano secondo le formule

[ D} r$i>dxï dxh dx1 dx'h —

_ j r* ^—w dlogD 1
 n>

 dlogD 1 n- a ^ ^jr ~ w n n - ^ ^
~ ^ m w + i ü ^ dxi n+llLjk dx1 ~~n+lilj dx* '

Tenendo conto che i tre ultimi termini di questa formula
costituiscono insieme una espressione simmetrica in j9 k, l, ne
risulta che le quantità simmetriche

_

hanno la stessa legge di trasformazione (25). Ne risulta dunque
che le quantità

(26) Uht)

costituiscono un tensore del quarto ordine che conviene chiamare
tensore derivato dal tensore n ^ . Tuttavia si deve osservare che,
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tenendo conto delle (10) e (11), si puö f ar sparire Ie derivate delle
Wjk nel tensore n^*}ï . Si puö osservare altresï che il tensore 1 1 ^
è nullo se il tensore n^fc ê costante.

Rimane da vedere se esistono dei tensori derivati di ordine
superiore o se esistono altri tensori derivati del primo ordine dif-
ferenti da 11^ ; . Noi osserviamo solamente che se deriviamo Ie
formule di trasformazione del tensore quadratico

11 "da? dxk~ ik

otteniamo Ie formule

dxT

_ Wik O J ^ L dl0%D _ __L_ TT dl°SD L_ TT
— dxl ~~ n-*-l dxl n - H l lh dxi n 1 j

e non si vede come si possano eliminare Ie derivate di log D in
modo da ottenere in modo semplice un tensore derivato da ïï^.

Yogliamo dimostrare ora che Ie Iii
jk sono degli invarianti

rispetto ad una trasformazione proiettiva delle variabili ui

a1'

-f-

Infatti abbiamo evidentemente Ie formule

%vf dvf dM** drw Wwf fiur dus

dx*' dur dxj ' dxjdxh ~~ durdus dxs dxk ~^ dur du2 dafdx'

Indicando con F*^ le componenti délia connessione affine rispetto
alla trasformazione puntuale tra xi e i*% abbiamo, tenendo conto
delle formule (21),

,„ ^ , dvf

dove d è il déterminante funzionale della trasformazione (27), for-
mule che ei danno

(28) f*/t = nit L ^ ,
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Ne risulta che per una trasformazione proiettiva (27) le compo-
nenti di r*'tfi subiscono una trasformazione proiettiva di WEYL,
sicchè le WJk sono invarianti rispetto alla trasformazione (27).

4r. Osserviamo che date due trasformazioni puntuali T, T'

u^z^u^x1,...-, xn); uH = u'\x'\..., x'n)

queste trasformazioni sono proiettivamente equivalenti se esiste
una trasformazione proiettiva (19) che trasforma il tensore Tl^&

délia trasformazione T nel tensore n'*^ délia trasformazione T'.
Infatti se questo avviene si puö, utilizzando una trasformazione
proiettiva conveniente nello spazio An, supporre che la trasfor-
mazione proiettiva che trasforma II *^ nel ir*Jjfc sia la trasformazione
identica xH = xK ISTe risulta allora che dofobiamo avere

(28') n \ = wJk,

ossia che le II'»}ft sono le stesse funzioni délie x' che le II«^ sono délie x.
]STe risulta allora che le equazioni (8) délie due trasformazioni T
e Tf sono identiche, dunque i due spazi En e Ef

n sono proiettivi.
Abbiamo dunque il teorema:

La condizïone necessaria e suffidente perché due trasformazioni
puntuali siano proiettivamente equivalenti è che i tensori n ^ , UH

iJc

siano proiettivamente equivalenti (4).

Consideriamo adesso le trasformazioni proiettive in se di una
trasformazione puntuale, ossia le trasformazioni proiettive in se
del tensore Tls

jk. Se

(29) xH = x* -+- S**

è una trasformazione infinitésimale proiettiva che lascia inva-
riante il tensore n«^, dobbiamo avere le condizioni

(4) Per una definizione di applicabilità proiettiva più generale di due
trasformazioni puntuali fra piani, si veda: M. VILLA, L'applicabilité
projective de deux transformations ponctuelles, Conferenza al IV° Congresso
dei matematici cecoslovacchi, Praga, 1955 [Czeehoslovak Mathematical
Journal, vol. 6 (81), p. 485, 1956]; M. YILLA-L. MURACCHINI, L'applica-
bilità proiettiva di dup trasforniazioni puntuali, questo Bollettino, Ser. III ,
vol. X, p. 313 (1955).
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Se la trasformazione (29) è pre sa come traslazione lungo l'asse
xr

9 Ie n^j non dipendono dalla variabile xK
S e esiste un gruppo semplicemente transitivo e abeliano di

trasformazioni proiettive in sè di una trasformazione puntuale e
se questo gruppo puö essere preso come il gruppo delle trasla-
zioni allora Ie TI*̂  sono delle costanti. Dunque possiamo chiamare
trasformazioni puntuali a connessione proiettiva costante, quelle
trasformazioni per Ie quali esiste un sistema di coordinate proiet-
tive, nelle quali n*^ sono delle costanti.

Per il caso w — 2 Ie trasformazioni puntuali a connessione
proiettiva costante sono state determinate recentemente da Gr. Gr.
YRANCEANTT nel caso in cui queste trasformazioni sono di, prima
specie (5) ma si possono ottenere Ie trasformazioni anche in altri
casi. Infatti essendo data la equazione delle direzioni caratteristiche,

(31) n 1 ^ ^ ) 3 -f- 3Tl\tdy*dx — dU^.dydx^ — n*udx3 = 0

dove II sono delle costanti, possiamo ridurre quest'equazione alla
forma

(31')

dove a e p sono delle costanti, il che significa che abbiamo

(32) n\l-n\t = mu = o; w„ = *, n*ls=-p, wn = p '.

con a, p costanti.
Ne risulta che la trasformazione è di prima specie se a e jJ

sono diverse da zero, di seconda specie se a = 0 e (5={=0 e di
terza specie se a =|=: 0 ê  p = 0.

Scriviamo adesso Ie equazioni (8). Abbiamo in questo caso

(5) Si ritrovano cosi delle trasformazioni puntuali già note per le quali
le curve caratteristiche sono rette passanti per tre punti fissi allineati. Si
veda : M. VILLA, Garatterizzazioni differensiali di enti algebrici, Rend.
del Seminario Mat. e Fis. di Milano, vol. XXI, p. 58, (1950).
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È facile vedere che nel caso $=^0 questo sistema si intégra
ponendo

(33) v = me$x -+- ce~2Px

dove c è una costante e m una funzione di y soddisfacente al-
F equazione

(34) m" -+- Bapm = 0.

Abbiamo dunque tre soluzioni indipendenti di v prendendo

dove -mM m2 sono due soluzioni indipendenti délia equazione (34).
Perciö si possono prendere corne coordinate ul, u2 dello spazio

Et le quantità

(35) u1 = mxe*&*, u2 = mte^x

e i secondi membri di queste formule sono délie funzioni intere
délie variabili x, y. Se consideriamo adesso una traslazione

x' = x -+- a, y' = y H- 6

si vede che le u1, u2 subiscono una trasformazione centro affine,
dunque la trasformazione puntuale si muta in una trasformazione
puntuale equivalente.

Nel caso in cui P = 0, dunque nel caso in cui la trasforma-
zione è di terza specie, il sistema (32') ci dà

v — ax -h o — -g- y -+- cy

dove a, b, c sono délie costanti arbitrarie. Abbiamo dunque corne
soluzioni indipendenti

oc
v1 = x — g y2, v* = y, vz = 1

e peroiö possiamo prendere corne trasformazione puntuale

(36) u = x — ̂ y\ v = y

che rappresenta una trasformazione cremoniana intera.
Abbiamo dunque il teorema :
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Esisiono tre tipi di trasformazioni puntuali tra piani a tensore
proiettivo costante, di prima, di seconda o di terza specie.

Nel primo tipo esistono due casi a seconda che il prodotto <xp
è positivo o negativo, cioè secondo che Ie caratteristiche sono im-
maginarie o reali.

Supponiamo adesso di avere una corrispondenza qualunque tra
due piani. Considerando un punto, per esempio 1' origine delle
coordinate, possiamo in quel punto supporre che il tensore proiet-
tivo sia ridotto alla forma canonica (32) astrazione fatta da termini
del primo ordine ne Ile x, y.

Supponiamo che un taie tensore ammetta un grappo proiettivo
di stabilità e cioè che lasci fisso il punto 0. Siccome una trasfor-
mazione del gruppo proiettivo di stabilità si scrive

(36') X = afx> &

i termini d'ordine zero nelle equazioni (30) si scrivono

(37) n*9kaf + n%ak' - TL'Ska* = 0

dove n**̂  sono le quantità (32). Queste formule per i = j , h = 1
dicono che dobbiamo avere

(38) W = 0.

Per i = 1, j=k = 2, otteniamo

(38') 2aa2
2 — aa1

l = 0.

Per i=j = k = 2 e i .= 2, j = k~l otteniamo

(38V) 2$a%
1 -+- aaL

? = 0 pax
2 = 0.

Quanto alle equazioni (37) per i=j=l, k = 2 e ^ = ^ ' 1 = 2 ,
k = 1 esse sono verificate se Ie (38) e (39) sono verificate.

Ne risulta che nel caso in cui nel punto 0 Ie direzioni carat-
teristiche sono distinte, sicchè a^=0, £=(=0, dobbiamo avere

(39) a,1 = at* = a* = a%
1 = 0

e perciö la trasformazione infinitésimale (37) contiene solamente
termini del secondo ordine. In questo caso abbiamo
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e i termini del primo ordine nelle formule (30) si scrivono

H'rtta^ -4- %/apxP) -+- Wj$(akx* + tk'a#P) ^ n ^ a ^ V -+- asx%

equazione che si scrive anclie

(38'") U^^xP -+- a3x
smsk -+- ahx

sWjs — n*Jta,x' = 0.

Per i =j = Je = 2 abbiamo

(39') pa2 == 0, aaÂ = 0.

Abbiamo altresï per * = 1, j—k = 2 e * = 2, t / ^ f c = l .

(39") aa, = 0, pax = 0.

Le equazioni (39') e (39") ci dicono che se una almeno délie
costanti a, p non è nulla allora dobbiamo avere al^=az^z 0. Ab-
biamo dun que il teorema :

II gruppo proiettivo di trasformazioni in se ai una corrispon-
denza fra piani non pub avere délie trasformazioni infinitesimali
del secondo ordine.

Tenëndo conto anche délie formule (39), ne risulta il teorema :

Una corrispondenza di prima specie fra piani non pub avere
trasformazioni che lascino fisso un punto.

Ne risulta altresï che il gruppo massimo di una corrispondenza
di prima specie puö avere al più due parametri e allora il gruppo
è semplicemente transitivo.

Il massimo è raggiunto corne abbiamo visto più sopra dalle
trasformazioni a tensore proiettivo costante ma ci sono anche
altre trasformazioni che hanno questa proprietà conie ci mostra
Tesempio che mi è stato dato dal prof. MTTRACCHLNX Si tratta
délia trasformazione puntuale

(40) u — xh, v = yl

dove fe, l sono numeri qualunque.

Facendo la trasformazione

x' = lx, y' — y.y

dove \ [/. sono costanti qualunque, abbiamo

u' = x'h = lhxk = \ku ; v' = yn = p.lv.
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II gruppo a due parametri (41) costituisce dunque un gruppo
di trasformazioni in sè della trasformazione (40) e questo gruppo
non si puö ridurre con una trasformazione proiettiva al gruppo
delle traslazioni. Quanto alla connessione affine definita dalla
trasformazione (40) abbiamo

\ 7
pi —

™ > l 22
JU

pi — pi — \ pi p2 pi pi A
1 II ™ > l 22 nt Î, L 12 l 21 * 22 L 11 U *

0

risulta che la connessione proiettiva è data dalle formule

•— n1 — - n1 — n2 — o
— l l i2 — g ^ j lL 22 — X 1 ii — u

e l'equazione delle direzioni caratteristiche si scrive

Se k ~ l Ie curve caratteristiche sono le rette parallèle agli
assi coordinati e quelle passanti per l'origine.

Sarebbe dunque interessante trovare tutte l̂e trasformazioni
puntuali di prima specie che possiedono un gruppo massimo
Gt di trasformazioni in sè. Sapponiamo adesso che la corrispon-
denza di seconda specie, dunque che si abbia a = 0, p=£=0- In
questo caso Ie equazioni (38') e (39) ei dicono che possiamo avere
a2

2 =(= 0, dunque la trasformazione (36') si scrive

(42) Xi = x ^ 2 - . a , ^ ' ^ .

Tenendo conto delle (39') e (39") ne risulta che non possono esistere
due trasformazioni (42) perché allora sarebbe una trasformazione
del secondo ordine il che non puö avere luogo. Dunque ne risulta
che Ie trasformazioni puntuali di seconda specie possono avere al
più un gruppo di trasformazioni in sè a tre parametri. Questo
massimo è raggiunto dalle trasformazioni a tensore proiettivo
costante, cioè dallje trasformazioni
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Infatti in questo caso il gruppo

x' = x H- a, y' = ay -k-b

lascia invariante la trasformazione.
Consideriamo adesso il caso delle trasformazioni puntuali di

terza specie dunque p =: 0 e a. =^z 0. In questo caso Ie eqnazioni
(38') e (38") ei danno

Possiamo dunque avere le due trasformazioni del gruppo di
stabilità, astrazione fatta dai termini del secondo ordine, sotto la
forma

'Ne risulta che il gruppo massimo di trasformazioni in sè della
trasformazione puntuale puö essere a quattro parametri e questo
massimo è raggiunto dalle (6) che possiedono come si puö facil-
mente vedere il gruppo G4 dato dalle formule

(43) x = c2x -+- ay -+- b? y' — cy -+- d

dove c, a, 6, d sono delle costanti.
Abbiamo dunque il teorema :

Una trasformazione puntuale tra piani proiettivi puö possedere
un gruppo di movimenti avendo al piu 2, 3 o 4 parametri a se-
conda che la trasformazione è di prima, di seconda o di terza spe-
cie e questi massimi sono raggiunti almeno nel caso degli spazi a
tensore proiettivo costante.

Naturalmente sarebbe interessante di trovare tutte Ie trasfor-
mazioni puntuali tra piani che ammettono gruppi massimi di
movimenti proiettivi e in generale gruppi di movimenti proiettivi
e transitivi.

Kiguardo al caso n > 2, tenendo conto di un teorema che io
ho dimostrato per gli spazi a connessione affine costante ne risulta
che in un punto possiamo scegliere Ie coordinate in modo di
avere (6)

n«n = i, n«n = o («4=2).

Tenendo conto di questa riduzione alla forma canonica, pos-
siamo dimostrare che la corrispondenza non puö avere trasforma-

(6) G\ VRANCEANUJ Leçons de géométrie différentielle, vol. I l , Bucarest,
1957, Cap. VI.






