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Su alcuni teoremi di reciprocita dell’elettromagnetismo.

Nota di ErMiNIA LucaresI (a Rimini)

Sunto. - St dimostra come alcuni teorewi di reciprocitd nell’ elettromagne-
tismo stabiliti dal NicOLAU si réiducano, mel caso di campi alterna-
tivi, ai teoremi di reciprocitt di LORENTZ.

sSummary. - duthor proofs how some reciprocity theorems of N1COLAU for
the electromagnetic fields, are identical with LORENTZ’S theorems, in
the case of harmonic fields.

1. Siano E,, H,, E,, H, due coppie di vettori complessi che
rappresentano due campi elettromagnetici alternativi, di ugual fre-
quenza, regolari in un dominio (D), occupato da un mezzo isotropo
non conduttore e non soggetto a campi impressi. Come & noto, vale
il classico teorema di reciprocith, dovuto a LORENTz, espresso dalla
relazione ('):

(1) div (E, \ H,;) = div (B, \ H)).

Il teorema pud assumere le seguenti espressioni, I’ultima pero
valida solo se in (D) il mezzo & omogeneo:

(2) div (E, \ H;* + E* \ H,) = 0 (%).
3) div (c B, \ Ey* + p H, \ Hy) = 0 ().

Recentemente EpMonD NiconaU (‘) ha ricavato altri teoremi di
reciprocita per il campo elettromagnetico. Essi sono validi per campi
variabili con legge qualunque; perd, come fard vedere, essi si sem-
plificano notevolmente nel caso, importantissimo nella pratica, di
campi alternativi.

Infatti, in questo caso, come si vedra, si pud ridurli nell’ngua-
glianza fra divergenze dei vettori che rappresentano i due campi

(f) Cfr. RieMANN - WEBEK, Differentialgleichungen der Physik-Braun-
schweig, 1927 . Vol. II, pag. 575.

(2) La (2) si ottiene subito dalla (1), osservando che in luogo di £, H,
si pud porre E,* — H,*. Infatti questi vettori rappresentano ancora un
campo elettromagnetico, perché come & facile verificare, soddisfano, come
E,, H,, alle equazioni di MAXWELL per vettori complessi e in mezzi senza
conduttivita.

(3) La (3) si ottiene dalla (1) osservando che, nei mezzi omogenei, & pure

. . . . g
soluzione delle equazioni di MaxwerL: |/ H,*, |/ 5 E,*. Queste osser-
€

vazioni mi sono state gentilmente comunicate dal Prof. G. ToRALDO DI
Franoia.

(*) Epmoxp Nicorau, Relatii de reciprocitate si de conservare in electri-
citate, Buletin Stiintific. Acad. R. P. R. Tomul IV, Nr. (1952}, pagg. 789-749.
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elettromagnetici legati fra loro dal teorema di reciprocita; cioe si
ottengono relazioni del tipo (1), (2), {3), facilmente riducibili a rela-
zioni fra integrali superficiali, come negli ordinari teoremi di
reciprocith. Dimostrerd perd che i teoremi in discorso si ottengono
anche uguagliando fra loro le parti reali dei due membri di (2)
e (3); si stabilisce cosl nna relazione fra i teoremi di NIcoLaU e
quello di LoreNTz. Proverd inoltre che le equazioni ottenute ugua-
gliando a zero le parti immaginarie di (2) e (3), si possono ricavare
mediante altri teoremi di reciprocitad, analoghi a quelli di N1icoLaT
e che avrd occasione di stabilire nella presente nota.

2. I vettori E,, H, che, come si & detto, rappresentano un campo
elettromagnetico, di pulsazione w, hanno la forma:

(4) E, = ejwt(el’ +je") H, = ¢/ h, +jh,")

dove e,', e,”, h,', k" sono vettori indipendenti dal tempo £, j I’ unita
immaginaria.

I vettori alternativi e,, h,, rappresentati da E,, H,, sono le
loro parti reali, cioe:

() e,—e coswt— e senwt R, = n, cos wf — h," sen ut.

Analoghe formule, salvo lo scambio dellindice 1 con Vindice 2,
valgono per E, ed H, e per i vettori da essi rappresentati.
Sostituendo le (4) mella (2) e le loro coniugate ottenute cam-
biando j in —j si ha, uguagliando allo zero, rispettivamentc le
parti reali e le parti immaginarie di (2):
(6) divie,/ A h, +e ARy +e' \h' +e" A\h')=0
(7) div(e,’ N hy” —e,” ANh,/ +¢," N h/' —e,’ \ h)/})=0.
In modo analogo uguagliando allo zero le parti reali e le parti
immaginarie di (3) si ha:
(8) div [F_(e.l /\ ezl + elll /\ ezl/) + }L(hl’ /\ hzl + hlll /\ h2//]] — 0
(9) div[ele,) A e’ —e” A e)+ph, A h,”‘— RN\ RN=0.

3. Il primo teorema di N1coLaU ha la forma seguente;
) v
(10) div(e, A\ h; +e, \ k) + Y} (ce, < €y + phy X ) =0.
Esso & valido qualunque sia la legge con cui varia il campo

. 2%
nel tempo, perd se i campi sono alternativi, di periodo T'= — Po-

tremo in (10) sostituire le (5). Allora, se integriamo da 0 a T, I’ul-
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timo termine di (10) si annulla. Ricordando poi che I’integrale da
0 a T di sen wt cos wf & nullo, mentre sono uguali gli integrali,
estesi allo stesso intervallo, di cos’wf e sen’w? si ha:

(11) div(e,) A hy'+ e, \ by + ¢/ A\ k) + ¢/ N\ h')=0.
Cio? si ritrova la reiazione (6).

4. Un altro teorema di Nicorau, valido in un mezzo omogeneo,
& il seguente:

(12) div(ce, A e, +Mh,/\h)+pus (es X hy— hy <X e)=0.

ot

Supponendo i campi alternativi e procedendo come nel numero
" precedente si ritrova la (8).

5. Possiamo ricavare le (7) e (9) seguendo, in sostanza, il metodo
del Nrcorav. .
Consideriamo le equazioni di MAXWELL in forma ordinaria:
2e oh
(13) ro.th_sétf rote_—p—ﬁ
in cui e ed A sono vettori reali. Alle (13) associamo le relazioni
che si oftengono derivandole rispetto al tempo:
oh o’e ae ’h
(14) Ot—;_sat I‘Otgt—————y.ﬁ{.
Tenendo presenti queste equazioni, ovviamente verificate da
due campi elettromagnetici e,, &,, €,, h,, si ha;

. [oe e oe
dlv(—é?'/\h2 Ct’/\h)._rot t><h at'><r0th2—
de, oe, *’h, de,  Oe,
—I'Otg)(hlﬂ- atXI‘Othl——{L—at—?Xhz—Ea—tx ot
e, oe, *h,
+ & P XR——{—h]X}L pYE

cioé:

v (2 2R N N O L o)
(15) dlv(at/\hz a N )_*’“at<h‘>< ot M
relazione analoga a (12). Supponendo poi i campi alternativi ed
espressi dalle (5) e analoghe, la (7) risulta immediatamente dalla

(16) dopo averla integrata da 0 a T.
Infine la (9) si ricava, con le solite considerazioni, dalla relazione:

e, ok, )

. oe oh 0
(16) le(E-a—tl/\ez+p~3t—2/\hl):p‘sgi—(hl><g— 2>< P

che si verifica facilmente in base a (13) e (14).



