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Su alcuni teoremi <H reciprocità dell'elettromagnetismo.

Nota di ERMINIA LTTGABESI (a Bimini)

Sunto. - Si dimostra corne alcuni teoremi di reciprocità nell'elettromagne-
tismo stabiliti dal INÜCOLAU si riducano, nel caso di campi alterna-
tivi, ai teoremi di réciprocité di LORENTZ.

ÎSummary. - Author proofs how some reciprocity theorems of KICOLAU for
the electromagnetic fielcfs, are identical roith LORENTZ'S theorems, in
the case of harmonie ftelds.

1, Siano j015 Hx, JS7a, H2 due coppie di vettori complessi che
rappresentano due campi elettromagnetici alternative di ugual fre-
quenza, regolari in un dominio (JD), occupatp da un mezzo isotropo
non conduttore e non soggetto a campi impressi. Corne è noto, Taie
il classico teorema di reciprocità, dovuto a LORENTZ, espresso dalla
relazione (*):

(1) div (E, A H%) == div {E, A Jffi) •

I l teorema puö assumere le seguenti espressioni, Pult ima perö
valida solo se in (D) il mezzo è omogeneo :

(2) div° (E, A nf + E* A ^ i ) = '0 (2).
(3) div (s Ex A E** H- V- H, A 1*2*) = 0 (3).

Recentemente EDMOND NICOLAU (4) ha ricavato altri teoremi di
reciprocitàper il campo elettromagnetico. Essi sono validi per campi
variabili con legge qualunque, perö, corne faro vedere, essi si sem-
plificano notevolmente nel caso, importantissimo nella pratica, di
campi alternativi.

Infatti, in questo caso, corne si vedrà, si puö ridurli nell 'ugua-
glianza fra divergenze dei vettori che rappresentano i due campi

(4) Cfr. BJEMANN - W E B E R , Differentialgleichuvgen der Physik-J$ra,xm-
schweig, X927 - Yol. I I , pag. 575.

(2) L a (2) si ott iene subito dalla (1), osservando che in luogo di E2, If2
si puö porre E2*, — H2*. Infa t t i quest i vet tor i r appresen tano ancora u n
campo elettromagnetico, perché corne è facile verif icare, soddisfano, corne
E%, II2, aile equazioni di M A X W E L L per vet tor i complessi e in raezzi senza
conduttività.

(3) L a (3) si ottiene dalla (1) osservando che, nei mezzi omogenei , è pu re

soluzione délie equazioni di M A X W E L L : 1/Ü J ï 2 * , \l— E%*. Queste osser-
M Y IJL

vazioni mi sono state gent i lmente comunicate dal Prof. G\ T O R A L D O D I
F RANCI A.

(4) EDMOND K I C O L A U , Belatii de reciprocitate si de conservare in electri-
citate, JBuletin Stüntiiic. Acad, R P. R. Tomul IV, !NTr. (1952), pagg. 739-749.
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elettromagnetici legati fra loro dal teorema di reciprocità; cioè si
ottengoao relazioni del tipo (1), (2), (3), facilmente riducibili a rela-
zioni fra integrali superficiaii, coine negli ordiuari teoremi di
reciprocità. Dimostrerö perö che i teoremi in discorso si ottengono
anehe uguagliando fra loro le parti reali dei due membri di (2)
e (3); si stabilisée cosï una relazione fra i teoremi di NICOLATJ e
quello di LOREISTTZ. Proverö inoltre che Ie equazioni ottenute ugua-
gliando a zero le parti immaginarie di (2) e (3), si possono ricavare
mediante altri teoremi di reciprocità, analogM a quelli di NICOLAU
e che avrö occasione di stabilire nella presente nota.

2. I yettori Ex, Hx che, come si è detfco, rappresentano un campo
eiettromagnetico, di pulsazione w, hanno la forma:

(4) E1 = ei<*t(e1'+je1") JECl=^t(hl
r +- j V')

dove e / , e,", hx\ iiv" sono vettori indipendenti dal tempo t. j Tunità
immaginaria.

I vettori alternativi eXi Tix, rappresentati da E{, JECi, sono le
loro parti reali, cioè:

(5) e i = e / cos i»t — e / ' sen wt ïi\ •=. Ji{' cos i*>t — Ji{' sen orf.

Analoghe formule, salvo lo scambio dell'indice 1 con F indice 2,
valgono per Et ed H% e per i vettori da essi rappresentati.

Sostituendo Ie (4) nella (2) e Ie loro coniugate ottenute cam-
biando j in —j si ha, uguagliando allo zero, rispettivamentc Ie
parti reali e le parti immaginarie di (2):

(6) div (e/ A K H- < A K' + < A K -4- e," A hx") = 0

(7) div (e/ A fc2" - < ' A K H" < A V - «,' A *i") = 0 •

In modo analogo uguagliando allo zero le parti reali e le parti
immaginarie di (3) si ha:

(8j div [ E « A < -H e/' A O -*- AK A K H- ̂ r A V)] = °
(9) div [ e « A ^2" - «," A O -H (*(*/ A ̂ 2" - *i" A K)] = o .

3. Il primo teorema di NICOLAU ha la forma seguente ;

(10) div (e, A ^2 + « 2 A M + ^ (e*! X « , + | if t1XftJ = ö .

Esso è valido qualunque sia la legge con cui varia il campo
2ic

nel tempo, perö se i campi sono alternativi, di periodo T = — , po-

tremo in (10) sostituire Ie (5). Allora, se integrianao da 0 a T, V ui-
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timo termine di (10) si annulla. Ricordando poi che F integrale da
0 a T di sen ori cos od è nullo, mentre sono uguali gli integrali,
estesi allo stesso interyallo, di cos?«2 e sen?w£ si ha:

(11) div (e/ A V H" < A V "+• < A V + «." A*i") = 0 .

Cioè si ritrova la reîazione (6).

4:. Un altro teorema di NÏCOLAXT, valido in un mezzo omogeneo,
è il seguente:

(12) div(E6, A et -+" ̂ i A h%) •+• ̂ £ ^ («2 X ^ — ̂ 2 X «J = 0 .

Supponendo i campi alternativi aprocedendo corne nel numero
précédente si ritrova la (8).

5, Possiamo ricavare le (7) e (9) seguendo, in sostanza, il metodo
del NICOLATJ.

Consideriamo le equazioni di MAXWELL in forma ordinaria:

(13) rot fi — e-r rot e = — IK—J
Cv dt

in cui e ed h sono vettori reali. Aile (13) associamo le relazioni
che si ottengono derivandole rispetto al tempo:

t t

Tenendo présent! queste equazioni, ovviamente verificate da
due campi elettromagnetici e19 h^, e2, ht, si ha;

dlv U A *f "" lï A h>) = rot âF x h* ~ Tt x rot h> ~
t de* ae2 d^h, de, de*

_ rot-^x^n-^X rot * , = - ( . - ^ x fc,-«^-X F +

- + - £ ^ X ¥ + ̂ X ^ ^
cioë:

reîazione analoga a (12). Supponendo poi i campi alternativi ed
espressi dalle (5) e analoghe, la (7) risulta immediatamente dalla
(15) dopo ayerla integrata da 0 a T.

Infine la (9) si ricava, con le solite eonsiderazioni, dalla reîazione:

(16) diT (s w A e% + ̂  A *.) = ̂  Vi (K X T; - e% X ̂ j .

che si verifica facilmente in base a (13) e (14).


