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Sopra la piü generale equazione reologiea di stato
per una classe di soïidi naturali.

Nota di BIANCA MANFREDI (a Parma)

Snnto. - Sfiuttando considérazioni di carattere fisico-geometriche si stabi-
lisée la piü generale equazione reologiea di siato per un mezzo elastico-
viscoso neWipotesi generale di una configurazione di riferimento anche
variabile con il tempo.

y. - With the aid of geometrical-physical considérations, the most
gênerai rJieological équation of state for an elastic-viscous medium is
established in the gênerai hypothesis of a référence configuration varying
with the time.

i. • Introduzione.

Nella teoria classica delle trasformazioni dei mezzi continui si
conviene di misurare la deformazione a partire da una configura-
zione del solido scelta fra tutte quelle possibili per il mezzo, anche
se non effettivamente assunta. A taie configurazione non viene
imposta alcuna restrizione fino a che non si debba qualificare il
comportamento del mezzo dal punto di vista fisico, e non solo
geonietrico.. In questo caso ad alcune ipotesi che riguardano di
solito lo stató di tensione del solido nella configurazione di rife-
rimento, Tiene associata Tipotesi che la configurazione stessa di
rifeiimento non yaiii col tempo. Ciö riesce naturalmente sponta-
neo quand o si tratti di mezzi come quelli a trasformazioni rever-
sibili, il cui stato fisico rimane individuato, particella per parti»
cella, da parametri scalari e dalla determinazione del tensore
euleriano degli sforzi e di quello di deformazione inversa; ma
puö offrire qualche difficoltà quando si desideri esaminare, come
qui intendo fare, il comportamento dei mezzi elastico-viscosi (1), a
qualificare il cui stato fisico interyiene anche il tensore velocità
di deformazione.

({) Generalizzando un'ovvia deDonaitiazioiie valida nel caso di defor-
mazioni infinitesime, chiaino coti i mezzi il cui stato fisico sia individuato,
per ogni particella, oltre che da un ceito numéro di paramétré dalla de-
terminazione attuale dei tensori deforraazione, velocità di deformazione e
sforzo.
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ECKART [2] (2) suggerisce allora di far in t e rven i r e la mi su ra
délia deformazione a4 par t i re da UDO stato di r i fer imento general-
mente variabi le con il tempo, quale, ad esempio, si puö pensa re
sarebbe teoricamente assunto dal mezzo quando b ruscamente ve-
nissero soppresse tu t te le forze esterne.

Si présenta poi la questione di specificare la d ipendenza t ra
lo stato di tensione e quello di deformazione del solido. Taie re-
lazione puö essere precisata in modo rigoroso quando si t r a t t a di
sistemi a trasformazioni reversibi l i , appoggiandosi sui p r inc ip i
délia termodinamica classica. Disgrazia tamente ta ie s t rumento
viene a mancare quando si prendono in esame, corne ne l nostro
caso, mezzi elastico-viscosi. P e r essi è necessario far r icorso ad
ipotesi a priori giustificate solo in tu i t ivamente .

I n questa Nota mi limiterö a mezzi isotrópi e ad u n processo
di sovrapposizione che, pu r accostandosi suff ic ientemente alla
real tà del fenomeno fisico, évita le più grav i difficoltà anal i t iche .

Assumendo, corne suggerisce ECKARX, che la configurazione di
riferimento sia var iab i le con il tempo, scompongo lo stress ne l la
sua parte isotropa (3) e nel tensore deviatore degli sforzi ( ex t ra -
stress), e suppongo il deviatore degli sforzi somma di u n tensore
euleriano di tipo elastico e di u n tensore euler iano viscoso, uni-
vocamente determinato il pr imo dal tensore di t rasformazione, il
secondo dal tensore velocità di deformazione (4j. P re fe rendo poi
considerazioni di cara t tere geometricoy fislcamente p iù Jn tu ib i l i , a
quelle anali t iche, estendo (n. 3j, nelF ipotesi genera le di u n a con-
figurazione di r i fer imento var iabi le con il tempo, a lcune propr ie tà

già r i levate in [3].
Osservo inol t re che, nel la configurazione at tuale, a fibre ap-

par tenent i aile sezioni cicliche real i central i de i r ellissoide di defor-
mazione inversa (le sole fibre che nel la trasformazione inve r sa su-
biscono un a l lungamento uni tar io uniforme, non si d ivar icano, ne
si addensano) corrispondono, ne]la configurazione di r i fer imento,
fibre appar tenent i aile sezioni cicliche real i centra l i dell ' ellissoide
di deformazione diret ta, e v iceversa : ciö permet te di assumere
anche qui, corne in [3], F ipotesi fondamentale quant i t a t iva , fisica-

(2) 1 numeii in parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia al ter-
mine del lavoro.

(3) Da ritenersi, in generale, per i sistemi in esame, funzione degli inva-
rianti del tensore defoimazione e del tensore velocità di deformazione.

(4) Comunemente il metodo di sovrapposizione si riferisce di re t tamente
al tensore degli sforzi, ma la scomposizione qui adottata mi pare oppor-
tuna anche da un punto di vista fisico.
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mente intuibile, della coincidenza, in ogni istante, delle sezioni
cicliche reali centrali relative all' ellissoide di deformazione direfcta
con quelle della quadrica indicatrice delP extra-stress lagrangiano
elastico. Cosï, con 1'aiuto di altre ipotesi qualitative e quantitative,
interessanti anche la velocità di deformazione, (n. 4), ricavo in for-
ma generale, Fequazione reologica dei mezzi elastico-viscosi (n. 5).

Dall'espressione dell'equazione otfcenuta si è indotti ad osser-
vare che la velocità con cui varia la configurazione di riferimento,
se interviene nel lavoro delle forze intime del mezzo (5), non in-
fluisce perö (come era presumibile dalle ipotesi addotte per speci-
ficare la natura del mezzo) sull'equazione di stato del mezzo stesso.

2. - Gonsiderazioni generali.

Sia S un mezzo continuo non soggetto ad alcun vincolo interno
e C la sua configurazione alPistante t. Sia poi C* (6) una confi-
gurazione di riferimento, che intenderö, in generale, variabile con L

Itispetto ad una terna trirettangola fissa (O; il9 it9 id) siano

(1) x, = xj{t) e y, = y,(t) (j = 1, 2, 3)

Ie coordina te r i s p e t t i v a m e n t e del punto gener ico P Ç C e del pun to
P * € C* cor respondente di P .

3

Indicando poi con s = 2 s ^ lo spostamento inverso P —̂  P^ di
componenti ; = 1

(2) sj = ys — Xj {j — 1, 2, 3),

suppongo :

1) Ie Sj funzioni delle Xj limitate, continue e uniformi ri-
spetto alle loro derivate parziali fino al terz'ordine almeno ;

3) la corrispondenza tra P e P^incondizionatamente biunivoca.
3

Inoltre indicando con v = S Vjij la velocifcà euleriana del mezzo

(5) E C K A R T t rova infatt i {[7J, pag. 256) che la variazione delFenergia
specifica in te rna nell ' uni tà di tempo comporta oltre a una potenza speci-
fica meccanicaj una potenza specifica dissipatrice, somma di una viscosa
e di una di r i lassamento, dipendendo ques t 'u l t ima dalla velocità con cui
v a r i a la configurazione di riferimento.

(6) I n seguito il contrassegno * sarà posto a dest ra in basso, o, even-
tualmente , pe r maggiore semplicità di scri t tura, a destra in alto.
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e ponendo per brevità

suppongo siano assegnati :

1) il tensore di trasformazione inversa (7) a = - ^ ~ di coin-

ponenti

(4) <*jh = y,,h U; fc = l, 2, 3),

che definisce (insieme alla legge di variazione délie y col tempo)
la compléta corrispondenza fra gli elementi lineari orientati dP
uscenti da P £ C e gli elementi orientati dP^ uscenti da P

2) il tensore velocità di deformazione d = I) ̂ p di componenti

(5) d;fc = ( l /2 ) - (^ f c + Vfc|J) (j; fc = l, 2, 3),

cae misura la locale ed istantanea veîocità con cui il mezzo S
cambia forma ed il cui annullarsi è condizione necessaria e suf-
ficiente perché l 'atto di moto sia di tipo rigido ;

3) il tensore euleriano degli sforzi p definito per ogni pnnto
P€C.

Infine suppongo che il comportamenfo meccanico del mezzo S
resti definito, particella per particella ed in ogni istante, (oltre che
da un certo numero di parametri) dai ire tensori a, d, p.

Per il seguito occorre adattare, rispetto ad una configurazione
di riferimento variabile con il tempo, alcune nozioni in sostanza
già note.

Se, in un istante t, dP è un elemento lineare di versore u in
C, il vettore dP^ di componenti, nello stesso istante ty

(6) d f c = 2 yj,hdxk tf = l , % 3)
h=l

dà l 'immagine in C* di dP, e (P^, dP^) si dira immagine su C%,
nell ' istante t, di (P, dP).

Il tensore a essendo I3a > 0, si decompone ([6], pag. 41) in un
prodotto a sinistra di un tensore deformazione pura, a$, per un
tensore rotazione locale, ap:

(7) a = ap-a$.

(7) Indico qui, per semplicità tipografica, con a il tensore normal-
mente indicato con a o a—1.
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II tensore seguente, dilatazione pura,

(8) c=zKa*a = a^

definisce, mediante le sue componenti, in ogni istante, la metrica
in C in funzione delle x, e, mediante l'uguaglianza

(9) c = 1 -+- 27,

il tensore doppio simmetrico 2E, che è il tensore istantaneo di
deformazione relativo alla trasformazione inversa C —*• C% (8).

I l rapporto

si dira coefficiente istantaneo di dilatazione lineare in P Ç C nella
direzione u. Per (7) risulta evidente che è

(11) MXCtt = (l + SM)2.

Inoltre in corrispondenza ad ogni versore u uscente da P G C,
per il tensore velocità di deformazione d, si ha eviden temen te

(12) du = : ( w x dw + w /\ du /\}u ;

u x du • u si dira la velocità di dilatazione corrispondente alla di-
rezione u uscente da P € C, (u /\ du) /\ u si dira la velocità di de-
viazione corrispondente alla direzicne u uscente da P € C.

3. - Annlisi dei tensori a, d e p.

3.1. - II tensore a* — In {questa analisi adatto all'ipotesi ge-
nerale di una configurazione di riferimento variabile con il tempo,
il metodo meccanico-geometrico esposto in [3].

Sia u, v, tv una qualunque terna ortogonale sinistjorsa di
versori uscenti dal punto P Ç C, e sia dep un angolo positivo infi-
nitesimo ; i due vettori u, e u -+- dep . v inclinati, all'istante t, uno
rispetto all'altro, dell'angolo dep, hanno per immagini in C* rispet-
tivamente i vettori au e a|M + do'V), uscenti da P^ ed inclinati
di un angolo positivo dep-j. dato da

cos dep̂  = vers. au x vers. a(u -h dtp • v)

(8) Ii' annullarsi identico di 2s caratterizza, fra Ie possibili configura-
zioni di riferimento C%, quelle che differiscono da C per uno spostamento
rigido.
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ed anche

w X cw+cwXd(D-v
(13) COS da)* — f ; -̂  : —H ; ;TT7 •
v ' '* [u x cu • (u H- dep • v) X c(w -+- dcp-v)jV«

Sviluppo il primo membro in serie di dep̂  ed il secondo membro
in serie di dep ottenendo, a meno di infinitesimi di ordine superiore,

(14) , - — a„
v ' dtp d w x cu

Si dira scorrimenio mutuo specifico di u secondo v relativo alla

trasformazionc C—* C* e alVistante l, il rapporto ' ,—— . Per

(14) è
dep — dcpjjj

con

(16
u x

Sia ora Ec V ellissoide di deformazione caratteristico di c, e,
suppostolo per il moiüento non di rotazione, siano ut (i = 1, 2, 3)
i suoi assi principali ordinati in modo che valgano per Ie com-
ponenti principali di deformazione a( (i = 1, 2,-3) Ie disugua-
glianze a^ > a2 > a3.

Sia poi 2C una qualunque délie due sezioni cicliche reali cen-
trali di Ec e sia -K il suo piano, che, dato 1'ordinamento di ut

(i = l, 2; 3), conterxà ut. Prendo ora corne terna u, v, w una
terna ayente w normale a TT e quindi u e v giacenti su iz. Sarà
allora :

(17) « x c w = l/a1,

coincidendo a2 con il quadrato del raggio di 2C. ~Ne discende per
(11) la seguente

la pROPRiETÀ, - In ogni istante nella trasformazione C —*- C%
V allungamento unitario corrispondente ad ogni versore u appar-
tenente ad tma délie sezioni cicliche reali centrali delV ellissoide
di deformazione inversa di centro P € C, è indipendente da u.

Inoltre, per (16), da (17) discende la costanza di guv al variare
di u e v su 7c ; ora essendo i coseni direttori di w dati da

% a \ a% 2 Q x a2 aZ

al — a3 aY — a3
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si ha

(17') I3a • \/w x c~lw = l /a2 ,

cioè, per (16) e (17), guv = 1, ed anche

(18) d<p* = .1=?.

Yiceversa, indicando w il versore normale a un piano centrale
?! di Ee9 suppongo costante, al variare dei versori u e v su TC, lo scorri-
mento miituo specifico corrispondente. Da (16) segue allora la co-
stanza di uxcti al variare di %i su iz e quindi la coincidenza di K
con il piano di una delle sezioni cicliche reaü centrali di Ec; inoltre da
(17) e (17') r isulta guv= 1: il valore costante dello scorrimento mutuo
specifico non puö essere che il valore nullo. Yale cosi la seguente

2a P R O P R I E T À . - In ogni istante nella trasformazione C —* C*
lo scorrimento mutuo specifico di due versori ortogonali è nullo se,
e solo se, i due versori appartengono a una delle sezioni cicliche
reali centrali delV ellissoide di deformazione inversa di centro P £ C.

I l MATSTACORDA prendendo in esame la trasformazione diretta
C% —*- 0 a partire da una configurazionè di riferimento C^ fissa
nel tempo, ka stabilito in [3] propriété del tutto analogke a quelle
ora enunciate. Precisamente risulfca che: condizione necessaria e
sufficiente perché 1' allungamento unitario corrispondente ad un
versore u% uscente da P* Ç C^ non dipenda da u^, e che lo scor-
rimento mutuo specifico di due qualunque versori ortogonali
(*%, v%) uscenti da P^ Ç C* sia nullo, è che i versori w% e («#, v%)
appartengano a una delle sezioni cicliche reali centrali delF ellissoi-
de di deformazione diretta Et (9|. D' altra parte taie proprietà sussiste
anche nell ' ipotesi più generale di una configurazionè di riferi-
mento variabile con il tempo (10) ; avendo ammessa l'incondizionata
corrispondenza biunivoca fra gli elementi lineari uscenti da P e
da P * , è chiaro che alle fibre appartenenti alle sezioni cicliche
reali centrali di Et corrispondano in G tutte e sole le fibre appar-
tenenti alle sezioni cicliche reali centrali di Eci e viceversa. Yale
pertanto la seguente

3 a PKOPRÎETÀ. - In ogni istante esiste una corrispondenza biu-
nivoca fra Ie sezioni cicliche reali centrali delVellissoide di defor-

(9) g è il tensore di deformazione diretta C* —* C dato da (cfr. nota (7))

g = K% • a — 1 -+- 2£.

(10) Come si puö provare procedendo analogamente a quanto abbiamo
fatto in questa !N"ota.
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mazione diretta e le sezioni cicliche reali centrait delV ellissoide di
deformazione inversa.

Per il seguito è utile infine anche la seguente proprietà geo-
metrica:

4a
 PROPRIETÀ. - In ogni istante nella trasformazione G —- C*

ogni versore u uscente da P G C ed appartenante a un piano TT è
compïanare con il suo tras for mato mediante c e con il versore nor-
male a 7ï, se, e solo se, il piano -K è uno dei piani dclici delVellis-
soide di deformazione inversa (u).

Naturalmente tutte queste proprietà sussistono anche se 1' ellis-
soide di deformazione inversa è rotondo.

3.2. - II tensore d. — Procedendo analogamente al n. 3.1., sia
Ed una délie quadriche indicatrici del tensore d avente per een-
tro il punto PC C; supposta, per il momento, non di rotazione,
abbia gli assi principali ordinati iu modo che valgano per le
componenti principali del tensore d d, (* = 1, 2, 3) 3e disugua-
glianze dl > dt^> dz. Siano poi 2d una délie sezioni cicliche reali
centrali di Ed> -xd il suo piano, %i un versore uscente da P ed ap-
partenente a -K ed infine w il versore normale a TT uscente da P.

B chiaro che anche in questo caso al variare di u su -R si
mantiene costante il prodotto w x à = duu, e si mantengono
complanari i vettori u, du e w; da taie complanarità discende il
parallelismo del prodotto (u f\ du) /\ u al versore iv\ Per la défi-
nizione data alla fine del n. 2. si puö affermare allora la seguente

la
 PROPRIETÀ. - In corrispondenza ad ogni versore u uscente

dal generico punto P G C ed appartenente al piano di una délie
sezioni cicliche reali centrali délia quadrica (o délie quadriche)
indicatrice délia vélocité di deformazione, la veto cita di dilatazione
si mantiene costante e la vélocité di deviaziowe è normale al piano
délia sezione stessa.

Considero ora la trasformazione C —>• C' che porta dalla confi-
gurazione C assunta dal mezzo all ' istante t alla configurazione C'
assunta dal mezzo alP istante V ;> t, Essa sia caratterizzata dal
tensore di trasformazione oc' e quindi dal tensore di deformazione

(41) Infatti se w è il versore normale a TT, il piano (w, eu), normale
a K, è normale anche al piano, n', tangente ail'ellissoide di deformazione,
ECJ nel punto in cui la retta passante per u incontra Ec; pertanto taie
piano è il piano, condotto per P, normale alla retta, t, comune ai piani
ÏC e K'. D'altra parte se, e solo se, n è un piano ciclico di Ec, la retta
por u sarà normale a t e corne taie apparterrà al piano (w, eu).



430 BIANCA MANFREDI

E', dato da 1 -f- 2s' = KOL' • a\ Sia te, i?, w; una qualunque terna orto-
gonale sinistrorsa di versori uscenti, nell'istante t. dal punto P € C,
e sia df un angolo positivo infinitesimo; i dae vettori u e
u-^d<f*v inclinati, all'istante t, uno rispetto all' altro, dell' angolo
dep, hanno per imtnagine su C' rispettivamente i due vettori cc'w
e oLf(u -+- dep• v) uscenti dal punto P 'ÇC' corrispondente di P nel-
Tistante f. Sia d-̂ ' 1'angolo di mutua inchnazione di %u e
x(u -h d<p«v). Analogamente a quanto è stato definito nel n. 3.1.,
si dirk scorrimento mutuo specifico dei due versori ortogonali u e v
relativo all'istante t ed alla trasformazione C —*• C\ il rapporto

d<p(t| a?'(t, t')
^ ' dep

Se poniamo ç ' = 1 -+- 2E', si trova. [4], la relazione seguente analoga

» (161 :

con

[t

i a velodtà di scorrimento mutuo specifico di due versori ortogo-
nali relativa all3 istante t e alla configurazione attuale C, [4], ha
aliora 1' espressione

1 + 2 e , - ) t f = i

eioè

ed anche, essendo in C, e'ttU = dUM, e'üy = dw,

Suppongo ora che i due versori ortogonali u e v appartengano al
piano di una delle sezioni cicliche reali centrali 2rf di Ed. Dalla prima
proprietà del tensore d, segue, la costanza di ux,dii = dHU al variare
di u su 7i e quindi per (23') Tannullarsi di (<rwt.)c. Yiceversa Fan-
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nullarsi di (auv)c porta per (23') 1' appartenenza a 2d dei versori u
e v. Yale cosï la seguente

2a PROPRTETÀ. - La velocità di scorrimento mutuo specifîco di
due versori ortogonali, relativa alV istante t e alla configurazione
attuale, è nulla se, e solo se, i due versori appartengono ad una
délie sszioni cicïiche reali centrait délia quadrica (o délie quadriche)
indicatrice délia velocità di deformazione.

3.3. - II tensore B. — Le propriété del tensore p, che ora ri-
cMamo, sono state stabilité in [3], Si ha precisamente

l a PROPRIETÀ. - In ogni istante nella configurazione attuale C
tutte e sole le fibre giacenti sulle sezioni cicïiche reali centrait délia
quadrica (o délie quadriche) indicatrice degli sforzi in P € C hanno
sforzi normali uguali fra loro.

2a PROPRIETÀ. - In ogni istante nella configurazione attuale C
tutte e sole le fibre giacenti sulle sezioni cicïiche reali centrait délia
quadrica (o délie quadriche) indicatrice degli sforzi t n P Ç C hanno
gli sforzi di t'aglio normali aile sezioni stesse.

Osservazione. - È évidente che tali proprietà sono valide per
un qualunque tensore fi' che differisca dal tensore p per uno sca-
lare arbitrario.

4. - Ipotesi fondamental!.

4.1. - Ipotesi qualitative. — Corne abbiamo osservato nell ' in-
troduzione, un procedimento che, pur accostandosi sufficientemente
alla realtà del fenomeno fisico, évita le più gravi difficoltà ana-
litiche, è quello di sovrapposizione. Precisamente se p è uno sca-
lare funzione arbitraria degli invarlanti dei tensori a e d Pugua-
glianza

(24) P = * ( I a ; Id) + t(a; d) H

spezza lo stress nella sua parte isotropa e nel deviatore degli
sforzi (extra-stress) ; penso allora il tensore T somma di un tensore
euleriano elastico, xM e di un tensore euleriano viscoso, T,, intendendo
con ciö che il primo sia univocamente determinato dal tensore a
e il secondo dal tensore d. Chiamo mezzo anelastico di BCKART un

(*2) Indico, per brevità, con p(Ia\ Id) la dipendenza, all'istante t,
délia parte isotropa dello sforzo dagli invarianti dei tensori a e d (oltre
che, evidentemente, da un certo numero di parametri),
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mezzo in cui, in ogni istante, la deformazione è misurata a par-
Ure da una configurazione variabile con il tempo e lo sforzo è
definito dalV uguaglianza seguente:

1-24') p = p ( I a ; ld) + Tl(a) + T,(d).

Pongo cosï la seguente

l a IPOTESI. - II mezzo S sia un mezzo anelastico di ECKART.

D' altra parte nel caso attuale viene a mancare la classica de-
finizione di mezzo isotropo relativa a trasformazioni reversibili
ed a una configurazione di riferimento fissa ([6], pag. 135).

Assumo allora come definizione di mezzo isotropo relativa ad
una generica trasformazione e ad una configurazione di riferi-
mento variabile con il tempo, una proprietà caratteristica dei
mezzi isotropi soggetti a trasformazioni reversibili relative ad
una configurazione fissa ([6], pag. 136). Precisamente un mezzo
anelastico di ECKABT si dira isotropo in C con riferimento a C*,
quando in ogni istante coincidono Ie terne principali dei tensori c
e xr, e Ie terne principali dei tensori d e x2. Pongo cosï la seguente

2a IPOTEST. - II mezzo S sia isotropo in C con riferimento a C*.

4.2. - Osservazionï. — È utile per il seguito osservare che in
C* il tensore di deformazione, ?, nella trasformazione diretta
{cfr. nota (9)), puö porsi, secondo Ie nostre notazioni, nella forma (13)

(25) I = a9-c-1 -ttp-1 ,

ed anche ponendo c9 — a9* c • af1

<25') 5 = cp-'.

In C% indico con TX* V extra-stress elastico lagrangiano definito,
analogamente al tensore elastico lagrangiano ([6], pag. 105) da

(26) t* zz: I^a"1 -a.T^ Ka.

È un tensore simmetrico che gode di proprietà assai importanti ;
in partieolare applicato al versore n% uscente da P^ Ç C# e normale
airelemento superficiale dc^, corrispondente a dt> uscente da
P € C, dà 1' immagine su C% dell' extra-stress elastico specifico re-

a der. Tenendo presente la legge di corrispondenza tra ele-

(13) Si ha infatti, essendo a — a~l
9

g = Ka . « = ( » • Ka)~l = (ap . a § 2 • af-*)—*• = a? • c~~i, • afi.
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menti superficiali orientât!, è cosï

(27) Tj* • n% • da* = a • TX . n • de

Da (2b') e (26) la definizione cLi mezzo isotropo data nel n. 4.1.
puö essere enunciata nel modo seguente: Un mezzo anelastico di
ECKARÏ è isotropo in C con riferimento a C* quando in ogni istante
comcidono le terne prindpali dei tensori Cp~l e TX*- e le terne prin-
cipali dei tensori d e p2 (.14).

4.3. - Ipotesi quantitative. — Per la prima e la seconda propriété
del n. 3*1. le fibre appartenenti aile sezioni cicliche reali centrali
delFellissoide di deformazione Ec subiscono un allungamento uni-
tario uniforme, non si addensano, ne divaricano rispetto aile fibre
corrispondenti délia configurazione di riferimento C*. Inoltre la ter-
za proprietà del n. 3.1. fa corrispondere aile sezioni cicliche reali
centrali di Ec nella trasformazione inversa C—+C#, le sezioni cicli-
che reali centrali di Ec nella trasformazione diretta C% —~ C.
D'altra parte per 1' Osservazione del n. 3.3. ail' extra-stress elastico r1

si possono applicare le proprielà ivi ricordate: cosï nella configu-
razione attuale C per versori appartenenti aile sezioni cicliche
reali centrali délia quadrica indicatrice ET i corrispondenti extra-
stress normali sono fra loro uguali e gli extra-stress di taglio
xisultano ortogonali aile sezioni cicliche stesse. Infine nel n. 4.2.
l'isotropia del mezzo viene assicurata dalla coincidenza délie terne
principali dei tensori ra* e ? = cfj

-1 e dei tensori t2 e d,
Tali considerazioni conducono a pensare che esista in C% uno

stretto legame fra le sezioni cicliche reali centrali di E^ e di ETi%.
Pare pertanto giustificato ammettere corne legame quctntitativo
eoctra-siress elastico e deformazione la seguente

(*4) Infatti se in C* si ha C p - ^ P * || dP,, e V d P * || dP, , , dalla prima
ipotesi, essendo dP;f: = odP, si ottiene successivamente:

? f p || 9 ? c~1 || ,

•e quindi
dP H cdP.

Dalla seconda ipotesi per (£6) si ha: a • xi • KaàP* || dP^, ed anche
-zt • c • dP || dPj cioè in base a quanto abbiamo ora provato

T^P || dP,

Analogamente si prova il viceversa.

28
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3a
 IPOTESI. - Nel mezzo S, per ogni particella e in ogni istante,

coinddono in C* i piani delle sezioni cicliche r$ali centrali delle
quadriche indicatrici di xt* e di cp

—1.
Cosï analogainente. le prop^età trovate nel n. 3.2., interessanti

fibre appartenenti alle sezioni ciojiche reali centrali della quadrica
indicatrice, JEd, della velocità di deformazione, saranno in stretta
relazione con le proprietà ricordate nel n. 3.3. valevoli anche per
V extra-stress viscoso. È naturale alloua ammettere come legame
quantitativo extra-stress viscoso e velocità di deformazione la seguente

4° IPOTESI. - Nel mezzo S, per ogni particella ed in ogni istante,
coinddono in C i piani delle sezioni cicliche reali centrali delle qua-
driche indicatrici dt T2 e d.

5. - L'equazione reologica di stato del mezzo S.

La terza ipotesi iraplica ([1], pag. 494) una relazione lineare
f ra Ie componenti principali dei tensori TJ* e Cp"1, relazione
che sinteticamente possiamo porre nella forma

(28) r* = A- cp-
]-H B,

dove A e JB, per 1' isotropia del mezzo S, dipendono dalla tra-
sformazione solo per il tramite degli invariant! del tensore c.
Da (26) e (28) si ottiene allora (15)

(29) T^l-c-t-i-m-c-1

(29') l = I3a • A e m = I3a • B.

Analogamente la quarta ipotesi implica la seguente relazione
lineare fra 1' extra-stress viscoso e la velocità di deformazione

(30) T2 = n • d -+- g,

Infatti, essendo xt = I3a • a~i • x4* • Ka~~i, si' ha

T3a« A -a~i'Cp—i • Ka—1=I3a - A* a$—£. af-*• a9

= I3a. A • c~2 ;

I3a . B . a - 1 . Ka-^ = I3a . B . {Ka - a ) - 1 =
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dove n e q, per l'isotropia dei mezzo S, dipendono dagli in va»
rianti principali del teusore velocità di deformazione.

Alïora la prima ipoteü mediante la (24') porta, per (29) e (30) al*
1' equazione reologica di sfcato del mezzo S nella seguente forma ;

(31) p = l • c~2
 H- m ' c~l -+- n - cl -H p H- q.

La (31) definisce completamente e in forma generale il legame
fra la deformazione e lo stato di tensione interna del mezzo,
se si specifica la dipendenza degli scalari l, m, n, p e q dagli
invariaiiti dei tensori di deformazione e velocità di deformazione ;
taie determinazione caratterizza fisicamente il mezzo stesso e,
pertanfco. risulta nota quando si sia specializzato il particolare
mezzo anelastico di ECKART che si vuole esaminare.

Osservazione* - Se in (31) si sostituisce a c la sua espressione
in fanzione del tensore deformazione diretta (cfr. note (7) e (9)), e
se si pone ep — ap • s • ap—

Â, si ottiene

(31') p = L • sf -+- 2M • £p -h n >d -t- N

con
L = 4Z, M= 21-\-m, N= l -+- m

analogamente a quanto è sfcato provato in [4].
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