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SEZIONE SCIENTIFICA
B R E V I N O T E

Sopra un teorema di Almansi relatÎTO al problema biarmonieo.

Nota di TOMMASO BOGGIO (a Torino)

Sunto. - Viene data una nuova semplice dimostrazione, mediante Ie varia-
bili complesse, di un importante teorema di ALMANSI sul problema
biarmonieo.

Summary. - I give hère a new simple démonstration, by means of the com-
plex variables, of au important theorem of ALMANSI about the bïharmon-
ical problem.

È ben nota l'importanza che ha, nella teoria matematica delle
piastre elastiche piane, il problema biarmonico, che consiste, corne
si sa, nel trovare una funzione biarmonica, cioè che soddisfa entro
un' area, ail' equazione A2Ag =: 0, supponendo di conoscere, sul con-
torno, i valori délia funzione e délia sua derivata secondo la nor-
male, e ciö giustifica le ricerche compiute su questo problema,
per suggerimento di YOLTEERA, da alcuni studiosi italiani, nei
priini anni di questo secolo.

Taie problema si sa risolvere, con integrali definiti, corne ho
mostrato io (*), per tutte quelle aree di cui si puö fare la rappre-
sentazione conforme su un cerchio con funzioni razionali.

Anteriormente, con tutt'altro procedimento, ALMANSI (*) l'aveva
risolto per le aree rappresentabili conformemente su un cerchio

(*) BOGGIO, SulV equilibrio.delïe membrane elastiche piane, « Atti Istituto
Teneto di Scienze, Lettere ed Arti », torao LXI; parte seconda; a. 1901-902;
vedasi anche la mia JN'ota, collo stesso titolo, negli Atti dell'Accademia
delle Scienze di Torino, vol. XXXY, a. 1900.

(2) ALMANSI, Integrasione délia doppia equasione di Laplace, « Rendi-
conti Accademia dei Lincei », vol. IX, serie 5a, 1° semestre 1900.
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370 TOMMASO BOGGIO

mediante polinomi e aveva stabilito, al riguardo, un teorema molto
notevole. I calcoli e gli artifici escogitati da ALMANSI SOUO molto
ingegnosi, perö la trattazione si puö semplifioare e rendere piu
limpida e compléta utilizzando Ie prime propriété fondamentali
delle funzioni di variabile complessa, teoria clie è specialmente
indicata nelle questioni relative a funzioni armoniche ; ciö mi
propongo di mostrare in questa Nota, ove si trova altresï comple-
tato un puntó importante della trattazione di ÀLMANSI, in quanto
egli dimostra, verso la fine del suo lavoro, che un certo détermi-
nante A è generalmente diverso da zero (laquai cosa è indispensa-
bile per la risoluzione) mentre io qui stabilisco che esso è sempre
diverso da zero.

1. Colle notazioni di ALMANSI, diciamo S l'area piana che si
considéra, s il suo contorno, ed x, y le coordinate dei punti di S;
dovremo allora determinare la funzione V, che soddisfa alle con-
dizioni seguenti:

V = g, (su s),

èn=gx, (su s),

essendo g e gx funzioni note in ogni punto del contorno e che
possiamo supporre fnnzioni delParco s del contorno stesso. In ogni
punto del contorno avremo anche :

3V dg

dV
e poichè su s si conosce pure —, potremo ritenere conosciute, in

ogni punto di s, le derivate parziali di V, e porremo :

dV dV

essendo g', g" funzioni note dell' arco.
Determiniamo ora, mediante il problema di DIRICHLET, tre

funzioni u, v, w, armoniche nell' area JS e tali che sul contorno s
si abbia :

(2) u — g\ v — g'\ w = g — xg' — y g" ; (su s)

è chiaro che sul contorno s si avrà:

Y == xu -+- yv H- w, (su s)
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onde in ogni punto di $ potremo porre:

(3) V = xu -+- yv -+- w -+- P,

ove P è una funzione da determinare, necessariamente biarmonica,
essendo tali Ie funzioni V, xu, yv; essa dovrà soddisfare alle
condizioni :

A2A2P = 0, (in S),

(4) P = 0, (su s)

(5) -— = —• — — (osw H- yv •+- w), (su s).

2. Per determinare la funzione P, facciamo la rappresentazione
conforme dell'area £ sul cerchio JS15 di raggio 1, col centro nella
origine delle coordinate, che saranno indicate con x1, yl e tale
rappresentazione supponiamo che si possa fare colla formula

^ = ««,),
ove

z = x+- iy, zl=x + iyl,

ed f{z^) è un polinomio di grado m in z1; ciö équivale a supporre :

essendo pM e qm polinomi armonici (coniugati) di grado m.
Si dovrà inoltre supporre che il déterminante funzionale della

trasformazione
à{x, y)

(o, ciè che équivale, dzjdz^) sia differente da zero anche sul
contorno s.

Ciö posto, 1' importante teorema di ALMANSI stabilisée che : La
funzione P è un polinomio di grado 2m nelle variabili x,, jl.
Per ottenere questa proprietà, trasformiamo Ie (4), (5); se t è una
direzione qualunque, si ha dalla (3):

dP dV ! dx dy\ ! du dv dw

ma, tenendo conto delle (2), (1) risulta, nei punti di s :

,dJ? ̂  J l — n'd— u~ n»dJl - dJ- d~ ̂  d-Z dJl — ̂ Zt*è«^"'a*
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perciö riinane :

dP ( du dv dw

{
e, in particolare, se la direzione t è quella délia tangente al con-
torno, o quella della normale al contorno, risulta (essendo dP/ds = 0) :

. dP (du dv dw\

dP f du dv dfü\ ,
(a) -— = — \x ~~ -t- y— -*- — , (su s)
1 ; dn \ dn & dn dn) ' l ;

od ancora, passando dall' area S al cerchio Sx ;

dP f du dv dw\
dP (du dv dw\ ,

( S U S i )

ove sx ed nx rappresentano la tangente e la normale interna alla
circonferenza s1 del cerchio Sx^

Indicando con a un intero positivo qualunque, si ha dalle rela-
zioni precedenti:

f fdP . dP\ 7 C\ (du ,du\
J \3»i dsj l J[ l {dn, dsj

6)

dv . dv \ (dw . d

e per l 'arbitrarietà delF intero a, questa relazione équivale alle
due precedenti.

3. Yogliamo ora far vedere che si puö soddisfare alla (6), per
ogni valore di a, ponendo

P = xp -+- q,

ove p(xY, «/j) e q(x,, y}) sono polinomi armonici ed il primo di essi
ha la forma:

(7) p = a fc ,^ -h C&* -f-... -H cmz»%

ove Ie c sono costanti complesse da determinare ed cR/>(̂ )) indica
la parte reale del numero complesso
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La funzione P cosï espressa risulta biarmoniea in S e siccome
sul contorno deve annullarsi, si deduce

xp H- q = 0, (su s).

Sostituendo nella (6) a P il valore xp -+- g, si ottiene:

f\ (du . du dv

ora indichiamo con ƒ una funzione armonica di x]} yl e trasfor-
miamo l'espressione :

si ha sucoessivamente, indicando con r l s 8X le coordinate polari
del punto (x1, y^:

df
x "*~

 1 ds, — ~ r' dr, + X 36X — ~ \x* dxx ~*~ y' dyj

df , df
zA-~ 17- ;

^S»! dyj'

se poi f0 è la funzione armonica coniugata di ƒ, la F—
risulta funzione délia variabile complessa z = xx -t- \yx, e si ha:

e quindi:

ôX at/ â  x dx dx &z '

. df_ _ __
9S x

In base a questa formula, osservando che
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potremo scrivere la (6') più semplicemente cosï :

) dz
a

f\ dU(ex) dV(z}) dWfa)] ,

Si

ove P , Q, Z7, V, W sono funzioni della variabile complessa s n Ie
cui parti reali sono rispettivamente p, g, t*, v, w.

È utile osservare che gli integrali dei termini dove figurano
Ie funzioni Q(BX) e W(z^) sono nulli, in yirtù di un noto teorema
di CATTCITÏ', perciö r imane:

dove il secondo membro è quantità conosciuta,

4. È ora opportuno stabilire il seguente

LEMMA. - Se la funzione f(zj è regolare nel cerchio Sa e p(x1, y^
è wn polinomio armonico di grado m,<si ha :

r

(9) 1=: pzl
af(3l)dzï=0, per a > m .

Si

Infatti, i termini del polinomio p sono combinazioni lineari di

r j n cos w61 ed rx
n sen n ô n (w = 0, i, 2, . . . , m)

cioè di 0x
n e K#,n (3) e quindi sono della forma:

ove a n a2 sono costanti ; sostituendo e notando che su Sj si ha
Z1EJS1 — Ij risulta :

mr mr

1= S a, J V-A*!)**! + 2 a j 0 r n f ( * , •
o y . o J

e per il già applicato teorema di CATTCHY, si ha 1= 0 per a>m,
coine si è asserito.

(3) con Ka indichiamo il complesso coniugato di à.
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Siccome gli integrali che figurano nelia (8) sono del tipo (9),
ne segue che per a>m entrambi i membri della (8) si annullano,
onde essa è yerificata.

Trasformiamo la (8); essendo p data dalla (7) è chiaro che:

2p = P(0,j + EjP(01); e cosï 2x = è -H KZ, 2y — i(Ks — g),

perciö sostituendo e omettendo dei termini nulli, in virtu del teo-
rema di CAUCHY, rimane :

(8') ƒ Ks • B'^^(tex + ƒKP(«J • «,-

ove il secondo membro è del tutto conosciuto e puö indicarsi con Mo.
Si ha :

e siccome as è (come ])) un polinomio di grado m in £C1; y19 si pnö
porre, similmente :

. z = a 0 -+- O!»! H - ttjÊ?!2 - » - . . + a m ^ i m ,

ove Ie â  sono costanti (complesse) conosciute? perciö il 1° termine
della (8'), che indicheremo con Ia, puö scriversi (omettendo dei
termini nulli) :

Ia ^ / ( K o j • Ks, -+- Ka2 • K^,2 -+-,.. -+• ~Kam • J£jsx
m) x

ponendo a —0 ed osservando che
sflK»1 = 1, (su Sj), JK0 1 ^ 1 = 2iri, |.KsI''cï^1 = 0, pe r

si ha tosto :

Jo = 27ri(Kaj • cl •+- 2Ka2 • c2 -+- . . -+- mKam • cm) ;

e per a = 1, 2,... , n* — 1 si trova, analogamente :

11 = 2:ii[Ka2 • c2 + 2Ka 3 • c2 -4- ... -+- (m — l ) K a m • c,n_,],

12 = 27:i[Ka3 • c1 -+- 2Ka 4 • cg H- ... -h (m — 2)Kam • cm_ 2] ,

J m _ , = 2-7riKaw • c1 ;
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il secondo integrale della (8') si deduce dal primo scambiando
semplicemente i coefficients aft coi coefficienti ch, perciö dalla (8')
e dalle equazioni precedenti si ricava :

2?ri[Ka1 • cï -4- 2Ka2 • c2 H- ... -*- mKam • ctn -4- KcY - a, -+- 2Kc2 • a2 -+-

-+-... -t- mKcm • am] = Mo,

i[Ka2 • Ci -+- 2Ka 3 - c2 -4- ... H- {m - l ) K a m • c , ^ -t- Kc2 . aL -+- 2Kc 3 . a2-H

-+- ... -4- (w — l)Kcm • a m „ , ] = M „

i[Ka 8 • cv +-2Ka4 • c2 -+-... -+- (m — 2)Kam - cm_2 •+ Kc3 • ax

-H ... H- (m — 2)Kcm • a w _ 2 ] = Mt,

27Tri(Kam . c, -4- Kcm • a,) = Mn-X ;

abbiamo qni un sistema di m equazioni lineari fra m incognite
complesse (Ie ch\ il che équivale ad uu sistema di 2m equazioni
lineari fra 2m incognite reali e il sistema è risolubile se il déter-
minante dei coefficienti non è nullo.

Ma taie déterminante è certamente diverso da zero, perché se
fosse nullo, supponendo nulle tutte le M, il sistema précédente
sarebbe omogeneo e perfcanto anarnetterebbe soluzioni e allora esi-
sterebbe un polinomio P non hallo ; ma ció è assurdo, perche se
si suppone g = 0, gj'= 0, g" = 0, si avrebbe u = 0, v = 0, w = 0 e
in virtù della (a) si avrebbe dP/dn = 0 e poi dalla (8') risulterebbe
M0 = Mt = ... Mtn—i = 0 ; d'altra parte, la funzione biarmonica P,
essendo nulla, colla sua dérivât a normale, sul contorno, dovrebbe
essere identicamente nulla, in contraddizione con quanto abbiamo
dianzi stabilito.

Dunque, la risoluzione del précédente sistema è sempre possi-
bile ; e si puè notare che le incognite ck dipendono solo dalle fun-
zioni u e v (ma non da w).

Una volta ottenute le ch, dovremo determinare la funzione g,
che è armonica in S, e che sul suo contorno diventa eguale a
— xp ; passando al cerchio SM la q sul contorno sY dovrà coinci-
dere col polinomio pjxx, yx)p{x^ yx\ che è di grado 2m, ed è noto
che la q pure risulterà, nel cerchio Sx, di grado 2m e cosï anche
la funzione P = xp -+- q sarà di grado 2m nelle variabili xXJ yn

conforme al teorema di ALMANST.


