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Sul reticolo dei sottogruppi di composizione
di aleuni gruppi finiti.

Nota di Marro Curzio (a Napoli)

Sunto. - Si caratierizzano ¢+ gruppi finiti risolubili G pes quali ¢l reticolo
dei sottogruppi dv composizione é 1somorfo al relicolo dei sottogruppr
d’un p-gruppo finito G'. Si demostra che, eccetto se G' é ciclico, G ¢ G’
hanno necessariamente lo stesso ordine.

Sia G- un gruppo d’ordine finito ed L(G) il reticolo (!) dei suoi
sottogruppi. I sottogruppi di composizione () di G costituiscono un
sottoreticolo sottomodulare ¢(G) di L(G); lo studio di «(G) & stato
iniziato da H. WIELANDT [2] mnel 1939. Recentemente G. Zarra
ha carafterizzato i grappi risolubili finiti pei quali ¢(G) & distri-
butivo [3]| oppure modulare [4]; in una mia nota [5] vengono
conseguite alcune proposizioni relative a ¢(G). Circa quest’ultimo
reticolo, sono tuttora aperti diversi problemi; tra 1’altro, non mi
consta che qualche Autore abbia preso in consideraziome il se-
guente problema:

Dato un gruppo G', delerminare i gruppi G pei quali ¢(G) e
o(G’) risultano isomorfi.

La questione anzidetta & risolta nel presente lavoro, suppo-
nendo G finito e risolubile, G' p-gruppo finito. 1 risultati conse-
guiti si compendiano nei Teor. I e IIL.

1. In yuesto num. si determinano i gruppi risolubili finiti G
pei quali il reticolo ¢(G) & isomorfo al reticolo ¢(G') relativo ad
un p-gruppo ciclico G'. Si caratterizzano cio®, i gruppi G per cui
¢(G) si riduce ad una catena.

AlY uopo si premettono i seguenti:

LeuMA 1. - Sia G un gruppo finito e X il suo derivato. Con-
dizione mecessaria e sufficiente affinché G possegga un sol sotto-
gruppo normale di indice primo, & che GjK sia un p-gruppo ciclico.

() Per cid che concerne i reticoli si rimanda al trattato [1].
(?) Sia G un gruppo ed H un suo sottogruppo. H dicesi di composizione
in G se appartiene almeno ad una serie di composizione di G.
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Leuma XL - Un gruppo & ordine finito N a sottogruppi di Sylow
ciclici & metaciclico (%) ed & generato da due elementi x, y tali che:

a) " — Y= 1’ yxy—l =, r= 1 (mod. 'm.)

b) N=m+n, Dm. nr—1)]=1.

Il Lemma II & dovuto a H. ZassENHAUS [6], il Lemma I sara
provato alla fine di questo numero.
Si & ora in grado di dimostrare il seguente:

TeoreEMA L. - Sia G un gruppo risolubile finito. Condizione ne-
cessaria e sufficiente affinche o(G) sia una catena, & che G risulis
un gruppo d’uno det tipi sotioindicali:

(1) Ciclico d’ordine potenza d’un numero primo.

(2) A sottogruppi di Sylow ciclici e avente ordine p*qB (p, q nu-
meri primi, p > q), godente inolire della proprietd che I’umnico suo
sottogruppo di Sylow relativo a p é centralizzante di se stesso.

La condizione & necessaria.

Sia ¢(G) una catena. Se G & un p-gruppo, G & ovviamente ci-
clico e quindi del tipo (1). Sia invece G d’ordine divisibile per
almeno due distinti numeri primi; in tal caso, si mostrerd che G
® del tipo (2). Poicheé ¢(G) & una catena e G & risolubile, esiste in
G un solo sottogruppo normale d’indice primo; si dica ¢ tale in-
dice. Per il Lemma I, il fattoriale G/K @ ciclico d’ordine gP. Ridu-
cendosi ad una catena, ¢(G) & un reticolo distributivo; allora per
un teorema [3] di G. Zarpa, il gruppo G & a sottogruppi di SyLow
ciclici e quindi supersolubile (*). I.’essere G supersolubile, com-
porta che K sia speciale [7]. Il reticolo «(K) & una catena quale
softoreticolo di ¢(G), essendo K speciale ne segue (°) che K & ci-
clico d’ordine p* (p numero primo). L’ordine di G vale quindi
p*¢®; & p=q, altrimenti, contro 1’ipotesi G sarebbe d’ordine po-
tenza di un numero primo. Inolire p > g; infatti: se fosse p < g,
G quale gruppo supersolubile possederebbe [7] un sottogruppo nor-
male H d’ordine g8 e si avrebbe G — H < K contro l’ipotesi che
¢(G) sia una catena. Per provare che G & del tipo (2), basta ora
riconoscere che K coincide col proprio centralizzante K’. Poicheé
K & abeliano, si ha K’ 2 K; pertanto K’ & normale e ¢(K’) & un

(®) Sia G un gruppo finito e K il suo derivato. G dicesi metaciclico
se G o G/K sono entrambi ciclici.

(Y} Un gruppo finito a sottogruppi di Sylow ciclici & supersolubile [3].

{°) Sia G un gruppo speciale finito. Se ¢(G)=L(G) & una catena, G
6 di necessitd un p-gruppo ciclico.
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sottoreticolo di ¢(G). Inoltre, essendo K’ a sottogruppi di Syrow
ciclici, & facile riconoscere che K’ & abeliano. Si supponga per
assurdo che K’ abbia indice ¢f’' (0 << f' < B); in tal caso, ¢(K’) non
¢ una catena contro 1’ipotesi che G abbia una sola serie di com-
posizione. Dunque, K’ ha indice g® e conseguentemente K= K'.

La condizione & sufficiente.

Se G & del tipo (1), 9(G) & evidentemente una catena. Sia dunque
G del tipo (2). Vale allora il Lemma 1II e si ha: N — p+gP, inoltre
¢ immediato che G non & abeliano.

Risulta: m, »n> 1, se fosse ad es. m =1, il sottogruppo x|
generato da x sarebbe identico e si avrebbe G = |y | negando la
ipotesi che G non sia abeliano. Per la condizione D[m, n(r — 1)] 1
essendo: m, > 1, prqP = mn; i numeri m, n valgono p*, ¢b. B or-
dinatamente: m = pz, n =¢®; infatti il derivato [6] K di G ha
ordine m, se fosse m =qPf, G essendo supersolubile possederebbe
un sottogruppo normale H d’ordine p>[7] e si avrebbe G = H < K
cid che & assurdo poiché G non & abeliano. Il fattoriale G/K ha
ordine ¢g® ed & ciclico perche G & metaciclico; per il Lemma I, G
possiede un sol sottogruppo normale d’indice primo. Un sottogruppo
M di G avente indice ¢’ (0 << B’ << @) & normale poiché contiene
K ; onde ¢(M) & un sottoreticolo di ¢(G). Il sottogruppo M non &
abeliano in quanto se cid non fosse, apparterrebbe al centraliz-
zante K’ di K contro I’ipotesi che K e K’ coincidano. Il sottogruppo
M & non abeliano ed ha i sottogruppi di SyrLow ciclici, percid, ra-
gionando come su @, si riconosce che M possiede un sol sottogruppo
normale d’indice primo. Infine. tenendo presente che ¢(X) & una
catena (K & un p-gruppo ciclico), resta provato che anche ¢(G)
& una catena.

OssSERVAZIONE. — La condizione (2) di cui al Teor. I equivale
alla seguente, peraltro meno espressiva:

(2) G & a sottogruppi di Sylow ciclici, ha ordine p>qB (p, q
primi, p > q) e gode della proprieta di non essere abeliano insieme
ad ogni suo sottogruppo d'indice qb’ (0 <<p’ <<B).

A conclusione di questo nnmero, si dimostra ora il Lemma 1:

La condizione & necessaria.

Abbia G un sol sottogruppo normale d’ indice primo. Se G/K
non fosse un p-gruppo ciclico, G/X, poiché abeliano, possederebbe
due distinti sottogruppi (necessariamente normali) d’indici primi.

Da cid e dall’omomorfismo di G su G/K seguirebbe I’ esistenza
in G di due distinti sottogruppi normali aventi indici primi. Cid
sarebbe contro 1’ipotesi.

La condizione & sufficiente
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Sia G/K, un p-gruppo ciclico. Bssendo G omomorfo su G/K, G
possiede un sottogruppo normale d’indice primo. Si supponga per
assurdo che G possegga due sottogruppi normali M, N d’indici
primi. I gruppi G/M e G/N sono abeliani poiché d’ordini primi;
onde, M e N contengono K. Da cid segue che M/K e N/K hanno
indici primi nel fattoriale G/K. Si & giunti ad un assurdo in quanto
G/K & un p-gruppo ciclico e pertanto possiede un sol sottogruppo
d’indice primo.

2, Ora e nel seguito si useranno le notazioni seguenti:

G & un gruppo risolubile d’ordine finito.
G’ & un p-gruppo non ciclico d’ordine p=.
Se H & un elemento di o(G), H' & I’elemento
di ¢(G') omologe di H in un eventuale
isomorfismo tra i reficoli o(G) e ¢(G’).

Inoltre, poiché essenziale per cid che segue, si ricorda che in
un p-gruppo ogni sottogruppo & di composizione, sicche: ¢(G')= L(G').
Cid premesso si osservi che:

1) Sia P un p-gruppo d ordine p™(m = 3). Se ogni sottogruppo
massimo di P é ciclico, P o & ciclico o isomorfo al gruppo dei qua-
ternions.

Quanto sopra & immediata conseguenza di ben noti teoremi re-
lativi ai p-gruppi (ad es. cfr. [6]).
Si & ora in grado di provare il:

TeorEMA II. - Se ¢(G) e ¢(G') somo isomorfi, G e G’ hanno
ugual ordine e sono strutturalmente isomorfi (°).

La dimostrazione sard condotta per induzione rispetto ad ».
Non essendo G’ ciclico & «>2.

Sia a = 2:

Il gruppo G’ mnon & ciclico e ha ordine p? percid o« G') non &
né catena né prodotto di catene. Essendo G risolubile (7), 1’ordine
m di G vale qr o ¢* (¢, » numeri primi distinti). Se m = gr, ¢(G)
® una catena (di lunghezza 2) o il prodotto di dne catene (di lun-
ghezza 1); pertanto, ¢(G) e ¢(G’) non possono essere isomorfi e si
nega !’ipotesi. Se invece m = ¢ ©(G) e ¢(G’) sono isomorfi a con-
dizione che p — ¢q. Dunque, se « =2, I’asserto & provato.

(®) Due gruppi @, G' diconsi strutturalmente isomorfi se sono isomorfi
i reticoli L(G), L(G').

{7} In un gruppo risolubile finito i fattori di composizione sono tanti
quanti i divisori primi dell’ordine del gruppo.
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Sia x> 2:

In primo momento si supponga p dispari.

Essendo G’ non ciclico e valendo la 1), esisterax in G’ almeno
un sottogruppo massimo H’ non ciclico. Sia w un isomorfismo tra
(@) e 9(G'); il sottogruppo H =w~'(H) & normale massimo in G
e, poiche G & risolubile, vi ha indice primo g. I reticoli ¢(H) e
o(H') sono evidentemente isomorfi. Il sottogruppo H’ ha ordine
p>—' e non & ciclico, per l'ipotesi d’induzione e perchdé H & riso-
lubile al pari di G, H ha ordine pe—!. Dunque, G ha ordine p*—!q.

Siccome G’ mnon & ciclico, esisterd in G' un sottogruppo mas-
simo K' distinto da H', si ponga: w— (K=K, w— Y HN K)=H[ K,
& ovviamente H' [} K'=(H [] KY.

Il reticolo ¢(G/H [} K) & isomorfo al reticolo R dei sottogruppi
di composizione di G contenenti H [] K, mentre o(G/H' [| K') &
isomorfo al reticolo R’ dei sottogruppi di G' contenenti H’'[] K'.
Dall’essere B ed R’ isomorfi segue che anche o¢(G/H[) K) e
o(G'/H' [] K') sono isomorfi. Il fattoriale G'/H’ [} K’ ha ordine p’
e mnon & ciclico possedendo due distinti sottogruppi massimi
H'|H' [V K’ e K'/H' [} K'; onde, per I'ipotesi d’induzione e per
la risolubilita di G/H [] K, il fattoriale G/H [} K ha ordine p°
Cid comporta che H [| K abbia ordine p>—3q (I’ordine di G & p>—'q);
ma, & di necessith p —¢q in quanto H [} K & sottogruppo di H e
percid p>—3q deve dividere I’ordine pe—! di H. Pertanto, G ha
ordine p* al pari di G'; inoltre G e G’ sono strutturalmente iso-
morfi poicheé:

o @) = L(G), ¢(G)== L(&).

Provato cosl I’asserto nel caso che p sia dispari, si supponga
ora p—=2:

Il teor. & vero se G’ ha ordine 23:

Se G’ non & isomorfo al gruppo dei quaternioni, col procedi-
mento di induzione di cui sopra, si prova che anche G ha or-
dine 2% Sia invece G’ isomorfo al gruppo dei quaternioni. Poiche
non ciclico G’ possiede due distinti sottogruppi massimi A’, B’. I re-
ticoli ¢(G/A4 [} B) e ¢(G'/A’ (] B’) risultano isomorfi. Essendo G/A[]| B
risolubile e G'/A’ [} B’ quadrinomio, per l’ipotesi d’induzione &
anche G/A [} B quadrinomio. Pertanto G ha ordine 2!g(g num.
primo). Sia g==2. Allora, A [} B, normale in G, ha ordine ¢, e
pertanto esso & 1’unico sottogruppo @ di G (necessariamente di
SyLow) avente ordine g. Essendo € ciclico, tale & il suo auto-
morfo (3); onde, il centralizzante C di @ deve avere in G fattoriale

(®) L’automorfo d’un gruppo G & il gruppo costituito dagli automor-
tismi di G.
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ciclico e quindi C deve avere indice 1 o 2. In entrambi i casi,
C possiede un sottogruppo S d’ordine 2 il quale & normale in ogni
sottogruppo di SyrLow che lo contenga ed & permutabile con @
elemento per elemento.

Pertanto S & normale minimo in G al pari di . Dunque, ¢(G)
e ¢(G') non possono essere isomorfi possedendo G’ un sol sotto-
gruppo (normale) minimo (il suo centro). I’assurdo cui si & per-
venuti, prova che ¢ =2 e che conseguentemente G ha ordine 22

Il teor. & vero se G’ ha ordine 22 (x> 3):

Infatti: col procedimento d’induzione usato per p dispari, si
riconosce che anche G ha ordine 2=

Il Teor. IT & pertanto dimostrato, ne & immediata conseguenza
la ben nota proposizione:

2) Sia G’ un gruppo mnon ciclico d’ ordine potenza d’ un numero
primo. Ogni gruppo speciale finito strutiuralmente isomorfo a G,
ha lo stesso ordine di G'.

3. T Teor. I e I caratterizzano i gruppi risolubili finiti G pei
quali ¢(G) & isomorfo al reticolo dei sottogruppi d’un qualunque
p-gruppo finito. Si noti perd che se un gruppo H & tale da es-
sere g(H) isomorfo al reticolo ¢(G') relativo ad un p-gruppo G', H
non & di necessita risolubile né almeno composto; si pensi ad es.
ad un qualunque gruppo semplice H, allora ¢(H) é isomorfo al
reticolo 3(G') relativo ad un gruppo d’ordine primo.
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