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Sa una generalizzazione di un teorema di Stjelties.
Nota di LorENZO ARUS (a Bologna)

Sunto. - Dimostrazione di una proposizione sui complementi algebrici degli
elementi di una matrice quadrata. Confronto di questa proposizione
con un teorema di STIELTIES e uno di DE RuaM sullo stesso argomento.
Generalizzazione dei risultate.

1. Lo StIeuTiEs (') ha dimostrato che se la matrice dei coeffi-
cienti di una forma quadratica definita positiva ha tufti gli ele-
menti @iz non diagonali (¢== k) negativi o nulli, la matrice inversa

ha tutti gli elementi positivi o nulli, ciod 1;"20 per tutti gli i e

k; o, cid che & lo stesso, poiche 4 > 0, tutti gli A.,x sono positivi
o nulli.

Questo teorema & stato generalizzato dal DE REAM () per una
matrice reale qualsiasi nel modo seguente: Se una matrice reale
di determinante non nullo ha gli elementi nmon diagonali nega-
tivi o nulli e se tutti i suoi autovalori sono positivi o nulli,
allora gli elementi della matrice inversa sono positivi o nulli;

Azk.
= =90

Tenendo perd conto che gli autovalori della matrice sono
soluzioni dell’equazione (%):
(1) I, (=1 B Gy =0
3

vae ‘l«y

u<e ... <t,

cioé

dove a,...i)¢, ..i,) € un minore principale di ordine v e ricordando
il teorema sulle funzioni simmetriche elementari delle radici di
un’ equazione (¥) si vede che I’ipotesi degli autovalori positivi
equivale a supporre che siano positivi sia il determinante 4 che
tutte le somme dei minori principali di ordine 1, 2, .., n —1:

Qayry Gy

2 i zmq
ai"'l aizlz

1<to

s e 2, A,

(*) StseLTIES, Opere, Tomo II, pp. 73 75.

(2) G. DE RHAM, Sur un theoréme de Stjelties relatif a certaines ma-
trices, Publications de 1’Institut Mathematique, Ace. Serbe des Sciences,
Tomo 1V, 1952,

(3) G. CimmiNO, Analisi algebrica, n. 83, p. 142, CEDAM, Padova 1946.

(4) id. n. 88, p. 148.
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Pertanto anche da questo teorema discende immediatamente
che tutti gli 4. sono positivi o nulli, essendo implicitamente
4>0.

In questa nota ci proponiamo di dimostrare il seguente feo-
rema:

Se in una matrice reale di ordine n tutii gli elementi an nown
diagonali (i==Xk) sono megativi e tutti i suoi minori principali di
ordine r==1, 2, ..., n —1 sono positivi, allora risultano tali anche
i complementi algebrici di tutti i suoi elementi; il quale come ve-
dremo & diverso dai teoremi di StyELTIES e di DE REAM.

2. Per la dimostrazione del teorema enunciato ricordiamo
che (°):
k=1, ky
(2) Ox ke, dik, + Qridai + % axx Ay =0 k51

Togliendo da questa uguaglianza il termine @44, per le ipo-
tesi fatte, negativo, otteniamo :
k=i, Ky
(3) ek Aok, + Ea i,k Are > 0,

e, ricordando che ayzx, & positivo:

(4) Ay > 2 — oo A

La (4) si pud scrivere:

a
() Aig, > — P

Kok
Ak, + —— Ak,
kyky

da cui, sostituendo ad Ak, il valore minorante dato dalla (4) con
ks

k, al posto di k,, poiche — & positivo .
Qe ke
ki, kg Ax.k, Ak k k=, iy ko [N
(6) A;kl > :‘l —= Aﬂc -+ 2 -_ : .Agk .
k OQkihy Qkoky k Ak, Ky

Portiamo ora al primo membro il termine k,-esimo della prima
sommatoria e moltiplichiamo ambo i membri per il fattore posi-
tivo @xk,Qk.x,; perveniamo cosl alla relazione:

k=i, ky, ks
(1) Ak, Okske, — GkeykeOoke,) > & — (@roles sk — Qi Okcole) Ak -

() G. CimmINO, Analisi algebrica, n. 23, p. 33.



280 LORENZO ARUS

Ma i coefficienti degli A« per k—=k,, k;,.., k, sono i minori:

Ak ik,

8 k=k,, k..., K,

13

Aok Qkok,

che indicheremo per comodita con @ k.)kk.)-
Allora la (7) si pud scrivere:

K=ki, oy, o
9) Akyfea)(krtes) Aake, > % — Gke,ko)kky) Ak
ic

che & analoga alla (3), solo che nella somma viene a mancare
ancora un termine.

Tenendo conto che axyk,k,) € un minore principale, quindi
positivo, e che ag k)kk)k==k,) & negativo come somma di termini
negativi, possiamo procedere come nel caso della (3), ottenendo
infine :

(10) Ak Aieriea) k) Mkaka)ieaks) = Wkaka)(leskes) Bleahs)lerkes) =
K=k, Ky oks
> a2 = (@uereg) (kR UEoR )R sy~ OOl ko) (Reaka) O k)i ) Ak -

Per un noto teorema sui minori del determinante aggiunio di
un deferminante (%), i coefficienti degli Auw, per b=k, k,,..., k
possono scriversi:

ny

(11} (Qkiko) (kR Biheakes)(eskes) — Qleskes)ak ) R(Ieaks)(ek)) == Gl heyQles ko) (ol ) -

Dividendo ambo i membri per la quantith @re,0x,k kK ks Che
& positiva, perché prodotto di due minori principali della matrice,
la (10) diventa:

kst Ky lacks Qi teyly)(ickokey) 4

(12 A, >
) v % QU Fees) k)

ke keakes)(F koK)
QK oks)(FerKeoks)
La (12) & analoga alla (4), perd nella sommatoria mancano
altri due termini.
Ragioniamo ora per induzione. Supponiamo vera la (12) con
T esclusione di m = v termini e dimostriamo che & vera anche
con ’esclusione di m =v + 1 termini. Qualunque siano i v numeri

dove la frazione — & positiva.

(8) G. Cimmino, Analisi algebrica, n. 29 pp. 45-46.
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naturali 4, k,, k,, ..., ky—, tutti diversi fra loro, si abbia allora
per ipotesi:

ket kKoo Byy  Gieyky. b,y YK, o dey_y)

(13) Aig, > %

— Aix
ks ... ey NKiKz oo kyy)
dove gli ak, ...k, _y)(kks...k,_,) hanno sempre lo stesso significato
dato loro nella (8) a pag. 2 della presente nota; e sono maggiori
di zero per k =k, e minori di zero per k3=F,.
La (13) si pud anche scrivere:

114) Aig, > — ~ Ak, +
Q(krks onn ko YHrKo e Ky y)
ety akea ooy 0By Qllc, v, ) (KK Ky y)
+ — Air .
% A(krky ooe by Ylerk> cre Ky _g)

Poich® dalla (13), sostituendo %, al posto di k,, si ha che:

kst Ry Ko ey Qe ey kg NhKep oo Koyy)

(1) A, > pX I T — A

k vEo ik, )(kvEs o Ky __q)
risulta a maggior ragione:

ki, e Ko By 0Ky Gy ke
g en ey (KK o Ky )

(16) Aige, > 2 — A +

& Alerks oo kg Wk oKy y)

N lebt Ry Ko oes By 1 Qieyie, oty )R g 2 Koy YO Keg coe Koy (KK ey _y)
1k

k QEerkoy oo by Y (Fakeg onn By _)YO(R oo oo By g MKy Ko Koy 1)

Ora nella seconda sommatoria a secondo membro separiamo il
termine che si ha per k—=kFk,, e porfiamolo al primo membro, indi
raccogliamo a secondo membro in una sommatoria unica e moltipli-
chiamo ambo i membri per il fattore positivo

Alerkeyoei oy y)(Krkaen by )R Jop i By g MK K2 Koy )

otteniamo cosl, con opportuni scambi degli indici:

(17) (Qk kg o ey MRertes e Koo g) * Qs oo Koy gTe Yieq onn Koy_gKe,) —
= Qe oo Koy Yo Ty R )W K o byl K .. ey ) A iR, >
Keski, by Ky e by
> PN = Oy o Fo, ) oo Ky OUerTey Ty _y )i ooy

— Oflerkg s oy g g e oy g7, Oy con By _ i Ko NKHg oo Ky ) Ak
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Ma i coefficienti degli Aix, per il teorema citato a pag. 3, pos-
sono porsi:

(kg . Te Yoy ooe e YB(Ky Koy Koy YRy v By _y) —
= Oy Ks .o Ky y)eg wan Ko YOy oo KRRy con ey 1)) =
= g e doy g )y s Ky YOy oo T (KK o0 K ) =k, kypay oo k.
Dividendo allora ambo i membri della (17) per la quantita:
ey by o) kg Rikeo .. k) (Krks o K)

positiva, percheé prodotto di due minori principali, otteniamo:

T=iy Ky

18) A, > b —
( v % Qi oo T (1Ko von Ky

v Okks.. k) (Kkks .. k)

Ak

) . Ak ks .. )k, . k)
dove i coefficienti: — — -~V 2 Y

sono tutti positivi, perche il
Ak k, ... k) kikq ... k)

numeratore della frazione & negativo, essendo una somma di ter-
mini negativi, e il denominatore & positivo essendo un minore
principale.

Pertanto, se la diseguaglianza suddetfa & vera per m=v &
vera anche per m =—v + 1; poich® & vera per m =3, sard vera
qualunque sia m <<n — 1.

Prendendo la (18) per m —=#»n — 1, quindi per v =% — 2, abbiamo:

kKo ... Ky o)Ky_ak2ei Ky o)

Aik, > — Aix
A(kyk; . Topy_p)(Herkn con Koy 5) -1

e, scambiando k, con k,_,:
Wk yTon . gy ) (KiKg eve Ky )
Ask”_l < - - Atk,
Qleyy koo dey o)k Kz v Kyy_p)

da cui:
Ak Olerk .. Ty p)Feiken o Kgy gy Oy gy y) —

— OHerk oo gy ) (Ko ere Kigy 1) ® Oz ara Ty )KrKeo enn Koy ) > 0
cio®, sempre per il teorema citato a pag. 3:
Aty Oy o, Kepy o) v Koy )F(K ol 3Ny oo Ky _y) > 0

Poiche la quantith: ak,..k,_,)(k; . kpy_g)0E: ... kyy_y XKy e kpy_y) & PO-
sitiva, essendo il prodotto di due minori principali, abbiamno infine,
dividendo per detta quantita:

Azkl > 0.

I1 teorema risulta cosi provato.
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3. La proposizione ora dimostrata, indipendente dal segno del
determinante A della matrice, afferma dunque che tutti i comple-
menti algebrici A;x sono positivi sotto due sole ipotesi: la prima,
coincidente con quella di DeE RmaM, che siano negativi gli ele-
menti non diagonali; la seconda che tutti i minori prinecipali,
fino a quelli di ordine ®n — 1, siano positivi. Se aggiungiamo
P ulteriore ipotesi che sia 4> 0, ne discende che nell’equazione
degli autovalori (°) vi sono tutte variazioni, e quindi tutti gli auto-
valori sono positivi (])); ritroviamo pertanto le condizioni del
De REAM.

Poiche gli autovalori di una matrice potrebbero essere tutti
positivi anche se non fossero tali tutti i minori principali, dalla
nostra proposizione non segue necessariamente il teorema di Dr
RHAM ; viceversa, perd, la nostra proposizione non & una conse-
guenza necessaria del teorema di D RuaM, perché non fa alcuna
ipotesi sul segno del determinante A della matrice.

Piu in generale, prendendo come base della dimostrazione lo
sviluppo di un determinante secondo la regola di LiaPLACE (%), si
pud dimostrare, con considerazioni analoghe a quelle precedente-
mente usate, che:

Se in una matrice reale di ordine n i minori non principali di
ordine v somo negativi, e tulti ¢ minori principali di ordine r —=v,
v+1,.., n—1 sono positivi, allora saranno tali i complementi
algebrici di tulti ¢ minori di ordine v.

(") Cfr. pag. 1, della presente nota formula (1)
(8) Infatti I’ equazione di grado me:
) ax" + 4@ + ... a,—x+a, =0
si pud porre sotto la forma:
(a:—w) (aowm -+ aewm—z + e am) + (a‘mm—2 —+ agxh—4 4 ... a’m—l)m =0
per m pari
oppure
(***) (aowm—i + azwm—:! + e 4 am_‘)x + (a‘xm—i +- aaxm—s - e a‘m) —0
per m dispari

Ora se si hanno fra i coefficienti tutte variazioni, o cid che & lo stesso,
se: az >0, e a2 ,1<C0, non vi pud essere nessuna radice Z negativa.
Invero, se ve ne fosse una, e la sostituissimo nella (**) o mella (*#¥), nel
primo caso si otterebbe un valore positivo e nel secondo caso un valore

negativo contrariamente all'ipotesi che la % sia radice dell’equazione (¥).

(®°) G. CimyiNo, Analisi algebrica, n, 27, pp. 40-41.



