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Osservazioni Rulle classi di Fréchet
delle funzioni di ripartizioae a piu variabili. (*)

Nota di ALFREDO B,IZZI (a Eoma)

Sunto. - Viene studiata la classe di FRÉCHET delle fwnsioni di riparti&ione
a ire e a Quattro variabili.

In una nota pubblicata nel 195L (') M. FRECHET, riprendendo
delle rieerche di C. GINI (') e di T. SALVEMHSTI (3), ha studiato la
classe delle funzioni. di ripartizione doppie $*[xy) (A) che soddisfano
alle seguenti condizioni :

lim *&(xy) ==. ^iix)

lim <P(xy) = W2(2/)

dove ^j(x) e W^y) sono due fanzioni di ripartizione assegnate.
Taie classe di funzioni viene chiamata classe di FRECHET.

Lo studio délia classe di FRÉCHET si è dimostrato particolar-
meute utile per lo sviluppo della teoria delle variabili causali
doppie (5), dimodocliè, volendo passare allo studio delle variabili
causali di diniensione superiore, seinbra necessario definire una
analoga classe di fanzioni nel caso di distribuzioni a più di due
variabili.

La classe di FRECHET delle funzioni di ripartizioni triple è
stata inizialmente studiata da J. BASS (6) e successivamente da

(*) Comunicazione tenuta il 24-5-1956 al « Serainavio di Statistica Meto-
dologica» della Facoltà di Soienze Statistiche Deraografiche ed Attuariali
dell'Università di Roraa. 11 sunto della corauiiicazione è stato pubblicato
in «Statistica», fascicolo Aprile-lriugno 1956, pag. 337.

(4) Vedi : M. FRÉCHKT, Sur les tableaux de corrélation dont les marges
sont données, «Annales de l 'Univers i té de Ljon» s, I I I fesc. 4 : «Sciences»
1951.

(2) Yed i : 0 . Giisrr, Nuoui contribuh alla teoria délie relasioni stattshche,
« Atti del R. Ist . Ven. di Scienze Lettere ed Ar t i» , Torao L X X I V 1914-15

(3J Ved i : T. SALVEMINI, Sugl' tndici di Omofilia, «At t i della Soc. I t .
Stat * 1939.

(4) Vedi : G. P O M P I L J , Teoria dei campioni, Veschi, Roraa 1952.
(5) Vedi : G. P O M P I L J , loc. cit.

(6) V e d i : J . B A S S , Sur la compatibilité de fonctions de répartition,
• Comptes Rendus », 1955.
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R. FERON (7) in maniera che su questo argomento ci si limitera
a dare solo qualche ulteriore complemento, mentre la presente
Nota sa ra essenzialmente dedLcata allo studio délia classe di
FRECHET delle fuiizioni di ripartizione quadruple. In part'colare,
nel caso delle funzioni a tre variabili, viene studiata la classe
delle funzioni di ripartizione triple associata a due variabiii causali
doppie soddisfacenti ad un'opportuna condizione e vengono svolte
ulteriori considerazioni, mentre nel caso delle funzioni a quattro
variabili viene studiata la classe delle funzioni di ripartizione
associate a quattro variabili casuali semplici, oppure a due variabili
casuali doppie, oppure, infine, ad una variabile casuale semplice e
ad una tripla.

I. - Geiieralità.

Nella nota citata di M. FRÉCHET (8) viene dimostrato che, per
ogni copia di funzioni di ripartizione W^x) e W^y), esiste sempre
una classe r(*Fx, *Vt) di funzione di ripartizione doppie che hanno
distribuzioni marginali **",(#) e W2(2/).

Per ogni funzione <&{xy) di T valgono Ie disuguagliaze

Magg. | 0, W x̂) +- W2(y) - 1 | < <t>(xy) <£ min. | * f » , V,(y) |.

Inoltre Ie funzioni :

*0{xy) = Magg. | 0, V,(a:) -+- Wt[y) - 1 |

*x(zy) = min. | V^as), WJy) \

sono funzioni di ripartizione e per di più appartengono alla classe
FiV,, *2); vengono pertanto chiamate rispettivamente la minima e
la massitna fuuzione délia classe di FRÉCHET. L'intéresse di queste
due funzioni, già considerate da T. SALVEMINI (9J. è poi accresciuto
dal fatto che, come ha dimostrato Q. DALI/AGLIO (10), il massimo

(7) Vedi : R. F E R O N , Sur les tableaux de corrélation dont les marges
sont données. Gas de l'espace a trois dimensions, «Annales de L ' I s t i tu te
Statistiques de l 'Univers i tèe de Pa r i s» , i956.

(8) Yedi : M. F R É C H R T , IOC. cit. (*).
(9) Vedi : T. SALVEMINI , loe. cit. (3).
(10) V e d i : Gr D A L L ' A G I . I » , Sugli estremi dei momenti delle funzioni di

ripartiswne, « Annali délia Scuola Normale di Pisa », S. I I I , Vol. 10,
fase. 1--2, 1956.
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e il nrinimo dell'integrale:

__ mx —p \rd*[xy), (r >1).ƒƒ'
al variare della funzione <&(xy) nella classe di FRÉCHET, si ha in
corrispoudenza dell' una o dell'al tra délie suddette funzioni a
seconda che il parametro m sia inaggiore o minore di zero.

Siano 9C, <%ƒ, % tre variabili casuali (v. c.) semplici Ie cui fun-
zioni di ripartizione saraimo indicate con ̂ las), ^\y\ 0(s).

Si definisce la classe di FRECHET delle funzioni di ripartizione
triple associate a tre v. c. come l'insieme delle funzioni di ri parti"
zione che verificano la condizione

l im 4>(xyz) ~ ®(z) ; l im <&{xyz) = xV(y)
y—-co as—^œ

l i m <t>(xy&) = <b(x).

Per ogni terna di valori x, y, z. la <t>(xyz) deve soddisfare (!i)
la seguente disuguaglianza :

Magg. ! O, <S>(x) H- W(y) -h 0(g) — 2 | < &(xyz) < min. | <b(x

La funzione che in ogni punto dello spazio assume il valore

), 0(0) |

è di ripartizione ed appartiene alla classe di FRECHET, mentre a
differenza di qaello che accade nel caso di due variabili, la fun-
zione

= Magg. | O, *(a;) -H V(y) -h 0(0) — 2 |

non è gênerai men te di ripartizione. Si conclude, quindi, che l'in-
sieme délie funzioni di ripartizione associate a tre v. c. è dotato
di massimo ed in generale non di minimo.

Nel caso tridimeiisionale accanto alla classe di FRECHET con Ie
tre distribuzioni marginali semplici assegnate, si puö considerare
anche il caso in cui si conosca una distribuzione marginale doppia
ed una semplice pervenendo cosï alla classe délie funzioni di

(ll) Yedi: R. FERON, loc. cit. (7).
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ripartizione triple che verificauo Ie seguenti relazioni :

l im $>(xy&) = <b{xy) ; lira Q>(xyz) = <d[z)
s—*-oo y—-CD

S — * QO

Iu questo caso, per ogni terna di valori x, y, z, si hanno sempre
Ie disuguaglianze :

Magg. 1 0, <l>(xt/) • 0(s) - 11 < Q(cyB) < min. ! <b(xy), &lz) \

ma in generale Ie funzioni che assumono in ogni punto dello
spazio ordinaiio rispettivamente il :

Magg. i 0, *>(xy) -+- 0(0) - 1 |

min.

non sono di ripartizione.

Altri risaltati di M. FRÉCHET e di J. BASS saranno ricordati

a suo luogo nel seguito di questa Nota.

II. - Osservazioni sul Ie e las si di Frér.het delle fun/ioiii di ripar-
tiziune triple.

1) La classe di FRÉCHET delle funzioni di sipartizione triple
assodata a due v.c. dop pie.

Siano <&(xy). W(XB) due funzioni di ripartizione doppie verificanti
la condizione :

(l) l im <t>{xy)= l im V(xz) - Q(x).

Si defhiisce 1'iiisieme dell^ funzioni di ripartizione triple asso
ciate a due v.c. doppie (SC, %). (9C. S) soddisfacenti la condizione (1),
come l'insieme delle funzioni di ripartizione che verificauo la con-
dizione

(2) l i m <P(.tyz) = $>[xy) ; l i m <ï>(xyz) — V:

s —*• oo y —*» oo

Imponendo a <l*[xyz) di es^ere una funzione di ripartizione si
trova, con semplici ralcoli, che deve soddisfare, iu ogni punto
x, y, s, la relazione

. | O, V(x«) — <t>(x) • <ï>[xy) i < <t>\xyz) < min

Le funzioni che assumono in ogui punto i l :

Magg. jO, W(xz) - <\>(x) t <b(xy) | e min. | ^(xz), <ï>(xy)
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non sono, ovviamente, di ripartizione in quanto nel caso in cui,
ad esempiOj

W(xz) = Magg. j 0, <i>(x) •+- 0(0) — 1 I

ei si riduce all'ultimo caso ricordato nelle generalità.
La sola condizioue (1) garantisce l'esistenza di funzioni di

ripartizione in tre variabili soddisfacenti alla (2), ma, come ha
osservato J. BASS (l?) la cosa non si puö estendere seuz' altre con-
dizioni al caso di tre funzioni di ripartizione doppie ^{xy), *¥(xz)7

soddisfacenti alle condizioni :

l im <&(xy) = lina ^(xz) ;

l im <&(xy) — l im ®{yz);

l im xV{xz) = l im &(yz) ;
œ—-oo y—*-oo

infatti Ie predette oondizioni sono solo necessarie ma non sufficienti
per garantire l'esistenza di una funzione di ripartizione <t>(xyz) che
soddisca alle condizioni :

l i m <b{xyz) = <&{xy) ; l i m <&[xyz) = ^(xz) ; l i m $>(xyz) •= 0( t /s) .
s—>oo y—*-ao ' S—+CO

2) Ulteriori osservazioni.

Alle condizioni precedenti si puö aggiungere, analogamente a
quanto è stato fatto da M. FRÉCHET per il caso bidimensiouale (u),
che assegnate <&(x), ^(y\ ®{z) esiste almeuo una funzione di ripar-
tizione che ha 4>(os), ^iy), 0(s) come funzioni marginali.

Inoltre per esservi una sola soluzioue occorre ohe sia 9C, che
^ , che % assumano un valore costante. Uguagliando infatti una
funzione délia classe (ad esempio quella corrispondente alla indU
pendenza) colla massima si ha :

dalla quale relazione si deduce quanto asserito.
In generale la classe di FRÉCHBT con terra quindi infinité fun-

zioni, di ripartizione; è chiaro inoltre che ogni funzione compresa
tra <bo(xyz) e ^>x[xyz) è una funzione délia classe.

(«) Yedi : J. BASS, loc. cit. (6).
(13) Vedi: M. FRECHBT, Sur les tableaux de corrélation dont les marges

sont données, «Comptes Rendus», 1956.
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Inoltre la differenza tra due soluzioni è minore o uguale di

K(xye) = min. | ©(a), <%), 0(») | - Magg. [ 0, q>[x) -h W(y) *- 0(s) - 2 |

ed è:

III. - Le classi di Fréchet délie funzioni di ripartizione quadruple

1) La classe di Fréchet associata a quattro v.c. semplici.

Siano ©C,, ©CSÎ
 <BC3 ^C4 quattro v.c. semplici le cui funzioni

di ripartizione saranno indicate con $,(#,), (i = 1, 2, 3, 4).
Si definisce la classe di FRÉCHET délie funzioni di ripartizione

associata aile quattro v.c. corne l'insieme délie funzioni di riparti-
zione quadruple che verificano le condizioni :

lim <b(xlx2xzx4)= $,(x7) con i=^j^k=^l (i, j , k, 1 = 1, 2, 3, 4).

Per determinare gli estremi di detta classe occorre ricordare
che un a qualsiasi funzione délia classe deve essere non decrescente
anche rispetto a tre, due, o ad una sola variabile; cioè se {xt,xti)
sono due valori assunti dalla v.c. 9Ca, con x, <. xti la variazione
quadrupla, le quattro variazioni triple, le sei variazioni doppie e
le quattro variazioni semplici devono essere non négative.

Bicordiamo che si definisce la variazione quadrupla di una
funzione di ripartizione quadrupla (u) nella seguente maniera:

e facendo tendere successivamente xx%x^xz%xA%a -t- 00, tenuto conto
délia relazione 0<<I>(a51x25C3x4) si trova che una qualunque ^(

(14) Vedi: G. POMPILJ, loc. cit. (4).
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del la classe in questione deve soddisfare la seguente disuguaglianza:

(3) Magg.

0

$,34"+-#124—#14

#134+#«4-#34

) < min.

#124+-#.23+#134 "•" #«4

ove si è indicato con 3>(J/t la funzione di npartizione <t>1Jfc(xtXjXk)9

con Q)TJ ]a (D./x^), con C)t la (D,^,), fe'A; — 1, 2, 3, 4).
Ma il più grande valore che J)tJ/f puö assumere in ogni punto è

# 124

ed il più piccolo è :

Magg. |0 , 0 , + 0 , + Oi - 2 | .

Analogamente per <JU per cui la (3) si riduce a

Magg. jO, Oi+O.-»-$i-* O 4 - 4-h Magg. ! ( $ , , (J2) (D3

< Cblx^XsXt) < m i u . j <[),
J|

Si vuole dimostrare che la funzione che assume in ogni punto il

min. j 0 ,^ , )

è di ripartizione e quindi in esso si individua la massima funzione
délia classe di FRECHET in questione.

Per la dimostrazione basterà verificare le propriété caratte-
ristiche di una funzione di ripartizione (15).

(15) Vedi: G. POMPILJ, loc. cit. (4).

18
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Si ha :

a) l im (btfaiXiXiXj^ l im Q>%{xxx%x%x4) = lim Q>i(xlxlxix4) =
3Cl~-»• — 00 œ2~-»-— 00 O33—• — 00

= lim Q)2{xixixdx4)= 0.
a s 4 — * - — oo

ove per comodità di scrittura si è indicato cou OsC^i^^V^) i l :

min. ! 0,(05,), O ^ J , Oita) , OA(xt)\

b) lim (&i(xlxix3x4)=l

c) Date quattro coppie di valori (ac,, se, g) con i—1, 2, 3. 4 ed x,<x,2 ,
la variazione quadrupla, le sei doppie e Ie quattro semplici devono
essere non négative.

Infatti, ammesso ad esempio <j)l > <J)2 > <J)3 > <I>4ï si ha:

- <D4 -h O4 = (Di(a5»ia!Ma;ltx4ï) - <bt(

Per una qualunque delle variazioni triple, ad esempio quella
rispetto ad xl9 xi9 x3 si ha:

— Oï^i^g^as^) + 0^(^3^)4-08(^3^4)+ O ̂ 2^32^4) •

se, per semplicità si ammette, CDt > (Dg> Q, .
Analogamente per variazioni doppie e Ie semplici.

La funzione che assume iu ogni punto il

Magg. 10, O tH- 02 - t - 0 3 + ^4 — 4 + Magg.(OM 0 2 , 03 ? C&4)-

non è di ripartizione giacchè la variazione quadrupla non è sempre
non negativa.

2) La classe di FJRÉCHET associata a due v.c. doppie.
Detta classe si defhiisce come l'insieme delle funzioni di ripar-

tizione che verificano la:

lim <b{xxxxxAxA) = 034(^3^4)

lim
DC3 — * - O
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Con considerazioïii analoghe alle precedenti si trova che ogni
fuuzioue délia classe deve soddisfare la limitazione

Magg. iO, O1 2-hO3 4 " 2 +-Magg.(O,, O2 , O3 , O4)! <
X3X4) < min. |(5 12, O34i.

Le fanzioui che assumouo in ogui punto il

. ! 0, <5l2-4-a)34—2-f-Magg.(<DM

nou sono di ripartizione.
Che la funzione

min. | d>12; O34 I

non sia di ripartizione è di immediata verifica, nel caso, ad esempio
in cui :

Q>xt{xtXm) < 034(^32^4?) ;

nel qual caso :
4 ^ = — O3 l(

X32^42)+ OU(X32X4) +- Q)

— m i n . j <D12(a5,a;2) ; 034(^3^42)1 Q>it 1 2 ) 1 0 3 4 3 2 4 )

quantité che puö essere anche negativa.

B) La classe di FRÉCHET associata ad una v.c. semplice e ad
una tripla.

Sia Q>{xxx%x^x^ una funzione délia classe verificante la relazione

lim <b1[xlx%xtxù = <b\(xd\
as9 —>-oo as, — * oo
as3 — - 00
œ4 —i-oo

Per ogni fnnzione délia classe si deve avere :

Magg. |0, O134+- O2 - 2 -H Magg. j OM O 2 , 0>S, O41 <O(a5,a:taï8x,)<

< m i n . 1 O234;Oii = O 2 ^ , -.^4)

E ovvio che le due funzioni che assumono in ogni punto
s o n o àî ripartizione

Vi sarebbero ancora al tri casi da studiare prima di chiadere
queste prime ricerche sulle classi di FRÉCHET delle funzioni di
ripartizione quadruple, ma questi nuovi casi non porterebbero,
concettualmente, nulla di nuovo; cosï pure nulla di nuovo si tro-
verebbe estendendo queste prime considerazioni alle classi di
FRÉCHET delle funzioni di ripartizioue a più di quattro variabili.


