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Euergia di campi spazio-temporali emisimm^trici.

Nota di CARLA YAGHI (a Milano)

Sunto. - Si détermina Vespresstone del tensore energetico e del vettore che
nassume le asioni ponderomotnci dei campi emtsimmetnci spasia-tem
por ah che estendono tl campo elettromagnehco di MAXWELL e quello
mesonico di YUKAWA.

1. In alcune Note Lincee (') B. FINZI ha dedotto le equazioni
di campi che gênerai izzano il campo elettromagnetico Maxwelliano
e quello mesonico di YUKAWA, da un principio di minimo riguar-
dante una azione elettromagnetica generalizzata, e ne ha studiato
alcune proprietà. Le equazioni generali di tali campi, rappresentati
da tensori emisimmetrici dello spazio-tempo, contengono ciuque
costanti universali (quattro puri numeri, la quinta avente dimen-
sioni di uua lunghezza); successivamente UDESCHINI ha mostrato
che, se si vogliono rispettare alcuue late condizioni fisiche, di tali
costanti dispouibili a priori, due sole possono ritenersi non nulle:
la lunghezza universale X, che interviene nel campo di PROCA-YU-

KAWA, e il puro numero IA (2).

In questa Nota riprendo lo studio dei suddetti campi (nel vuoto)
e determino Pespressione del teusore energetico, valendomi di un
elegante procedimento istituito da HILBERT per il campo elettro-
magnetico (3). Deduco poi il Tettore spazio-temporale che riassume
le azioni ponderomotrici del campo, ottenendo per esso una espres-
sione del tutto analoga a quella dei corrispondenti vettori di
MAXWELL e di YUKAWA.

(l) Cfr. B. FINZI: Sul principio délia minima azione e sulle equasioni
elettromagnehche che se ne deducono, Eend. Ace. Lincei (8|, 12, (1952),
pp. 378-382, 477-480; Sopra una estensione dei campx elettromagnettct,
Rend. Ace. Lincei (8), 13, (1952) pp. 211-2L5.

(°) Cfr. P. UDESCHINI* Sopra un campo es ten dente quello elettromagne-
tico. Rend. Ace. Lincei (8), 13, (1952) pp. 246-253.

(3) Cfr. D. HILBERT: Die Grundlagen der Physik, Nachrichten von
der Königlicheii Gesell. der Wissenschaften zu (rottingen, 1915, pp. 395-407;
1917, pp. 53-76; Math. Annalen, 92, (1924) pp. 1-32.



ENERGIA DT CAMPI SPAZIO TEMPOKALI EMISÏMMETRICI 265

2. Nello spazio-tempo quadridimensionale riemanniano, il campo
viene rappresentato (nel vuoto) da un unico tensore doppio etni-
simmetrico F$% = — .Fap, e la distribuzione di cariche dal vettore
J» Riferendosi a tre coordiaate spaziali xl x2 xz e alla coordinata
temporale xQ, la metrica abbia la seguente forma:

(1) ds* = g*tdx*dxï (4).

Poichè il déterminante <jr = ||</a3|| è negativo, si definisca come
tensore di RICCI (reale) il tensore quadruplo emisimmetrico che
ha Ie seguenti componenti :

eaj3Ts = 0 se gli indici non sono distinti,
(2)

eapra = ±\/ - g se gli indici sono distinti e rispettiva-
mente formano una permutazione di
classe pari o di classe dispari rispetto
alla fondamentale 0, 1, 2, 3.

I l tensore Fa$ si decompone (s) nella somma di un tensore irro-
tazionale Ha$ e di uno solenoidale K^; Hn$ è l'opposto del gra-
dieute del primo potenziale O a ; Ka$ è il rotore del secondo poten-
ziale Wp (O« e 4fp sono entrambi vettori solenoidali) :

(3) F^ = Haà -+- Ktf = Op/a ~ 0^/8

Le equa'zioni tensoriali aile quali soddisfa Fa$ sono state dedotte
da un priucipio di stazionarietà, rispetto ai potenziali Ort e *Xfp,
d^ir azione :

(4) 2=JLdx
T

ove T indica una generica regioiie dello spazio-tempo. Le varia-
zioni %<î>a e oWp sono supposte nulle sul contorno y délia regione T.
La deiisità dJ azione generalizzata, qualora si teBgano presenti le
citate condizioni fisiche poste da UDESCHINI (6), è data dalla se-
guente espressione :

(5) A

(4) Si sottintende la somraatoria rispetto a indici oraonimi che si satu-
rano. Nel seguito la virgola è simbolo di derivazîone ordinaria e la
lineetta inclinata è simbolo di derivata tensoriale nella metrica (1).

(5) Cfr. B. F I N Z I , 1. c. (*) p. 380.

(6) Cfr. P . UDESCHINI, 1. c. (2).
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P e r t a n t o le equaz ion i di campo sono (7) :

16)

L a cos tan te 1/X (avente Ie d imens ion i del reciproco di u n a lun-
ghezza) è in sostanza Ia costante caratteristica del campo di PROOA-
YEJKAWA; la costante [A è un puro numero. Se u. = 0 e l/À4=0, il
tensore F^ che obbedisce alle (6) si riduce alla sua parte irrota-
zionale H*$ e rappresenta il campo mesonico vettoriale reale.

Se 1/X = 0, Frf si riduce ancora alla sua parte irrotaziouale
iî^p, e rappresenta il campo elettromaguetico Maxwelliano secon-
do la concezione di MINKOWSKI.

3. Per calcolare il tensore energetico dei campi individuati
dalla (6), ci si puö valere di un procedimento che generalizza quello
usnto da HLLBERT per il campo elettromagnetico Maxwelliano e
che fa capo ad un principio variazionale (8i : si faccia variare l'azio-
ne (4) variando soltanto Ie componenti del tensore fondamentale
g^ e non i potenziali e la distribuzione di cariche; inoltre restino
invariate Ie componeuti g^ sul contorno y di T. Si ponga tale
variazione sotto la forma :

1

T

il tensore doppio simmetrico Ea$ che vi compare rappresenta il
tensore energetico.

Osserviamo innanzitutto che Pelementodi estensione di si puö
esprimere cosï :

CET — V — g dx

ove dx indica il prodotto dei quattro differenziali délie coordinate.
Prendendo la variazione rispetto a g^ si ha perciö :

2 — -

(7) Le (6) corrispondono aile equazioni (14) di UDESCHINI. 1. c. (2) con
la sola differenza che il n tore del tensore doppio è la meta di quello
indicato da UDESCHINI e che, essendo e reale, entrambi i potenziali sono
reali.

(8) Cfr. D. H I L B E R T - 1. c. (3).
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Ora, se indichiamo con l la densità d' azione del campo neutro,
l = L -+- Oa^j avremo :

T T

D'altra parte l'intégrale

[
T T

è indipendente da ga^, perche taie deve riguardarsi sia il poten-
ziale <l>a che la densità vettoriale V — g J*, rappresentante la distri-
buzione di cariche (9). Ne segue :

T

e quindi :

(8) *«e = - a â ^ P - • - * * * •

Per calcolare Ea$ osserviamo che, indicato con *£.#$ il coniu-
gato di Ka$:

l si puö esprimere nella seguente forma :

* = \ g

Tenendo presente che la variazione dell'integrale

è nulla, si ottiene immediatamente per Ea$ la seguente espressione :

— r 1

(9) Cfr. A. T>. P O K K E R , De virtueele verplatsingen van het electroma-
gnetische en van het zwaartekrachtsveld bij de toepassing van het varia-
tiebeginsel van Hamilton, Amst. Akad. Yersl., 25, pp. 1067-10S4 (1917).

(10) Cfr. A. M. P R AXEL Li - Principï variasionali del campo elettromaqne-
tico, Annali Sc. Norm. Sup. Pisa (3), 7, 1953, pp. 161-203, forra. (5.16) di p. 189.
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Poichè

*JK«T*JSCTp = -K«TKTP •+- 2 Hfo

la (9) si puö porre nel la seguente forma :

Questo teusore doppio sirametrico dello spazîo-tempo è il ten-
sore energetico del campo generalizzato : esso si riduce, per campi
irrotazionali, al tensore energetico di PROCA-TUKAWA che coin-
prende corne caso particolare (per 1/X =: 0) anche quello del campo
di MAXWELL.

4. I l vettore fca, che sintetizza le azioni ponderomotrici del campo,
è la divergenza del tensore energetico (9'). Questa definizione costi-
tuisce la naturale estensione di quella vigente nel campo elefctro-
magnetico, dove ka riassume la jDotenza specifica di corrente e la
forza ponderomotrice per unità di volume :

(10) k% = E^,

-4- i (0>a

Per la (6) si h a :

= Har(jr H- i <DT) - l

da cui, con semplici calcoli :

(10') ka = H^Jr.

Il vettore che dà le azioni ponderomotrici nel campo genera-
lizzato si ottiene quindi componendo il vettore che dà la distribu-
zione di cariche con la sola parte irrotazionale del tensore di campo.


