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Sulle serie multiple di Fourier di alcune classi di funzionK

Nota di FABIO MANAKESI (a Bologna)

Sunto. - Si veda tl n. 1.

I. Sia

|JL—0 |J.= 0

ove

2 , se è (jt = v = 0

^lV ] r>» se è ^ = 0, v > 0 , oppure p > 0, v = 0

( 1, se è | A > 0 , v > 0 ,

^[A, v(a5, «/) = «m v cos [Aa; cos v?/ -t- 6̂ .. v sen \tx cos v?/ -+-

H- c^ v cos (xac sen vy -+- d^ v sen \kx sen vt/,

una serie doppia trigonometrica. Posto :

m n

sm,n(x, y)= 1 S \iV Ap,v(x, y), (m, n = 0, 1, 2,...),
^=0 v=0

= S ï l - £ 1 - - X^.^.t», j). (m, n = l, 2, 3,...),
|j.=o v=o \ 'mjx ni

si proveranno i seguenti teoremi:

I. Condizione necessaria e sufficiente affinchè la (1) sia la
serie di Fottrier di una funzione f(x, y) periodica, di periodo 2-n,
rispetto a ciascuna dette variabili x ed y, e Lipv. (0 < a < l ) , è che
risulti

(2) <rm> n (a, «/) - ffPl q (ar, y) = O|m~« -h n-«)

uniformemente in tuito il piano xy, per quahtnque coppia di interi
p, q, con p > m, q > n.
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II. Condizione necessaria e sufficiente affinchè la (1) sia la serie
di Fourier di una funzione f(x, y) periodica, di periodo 2K, rispetto
a ciascuna delle variabili x ed y, e continua, è che la successione
i o"m, n(x, y) t sia uniformemente convergente in tutto il piano xy.

III. Condizione necessaria e sufficiente affinchè la (1) sia la
serie di Fourier di una funzione f(x, y) periodica, di periodo 2n,
rispetto a ciascuna delle variabili x ed y, e limitata, è che risulti

(3) | <im,„(x, 2/) | < M (m n = 1, 2, 3,...)

in tutto tl piano xy, essendo M M a costante positiva.
Il teorema I., la cui dimostrazioue sarà esposta nei mi. 2 e 3,

è l'estensione alle serie doppie di un risultato di DU PLESSIS (1),
meutre i teoremi II. e III., che verranno dimostrati nel n. 4, costi-
tuiscono Testensione alle serie doppie di noti teoremi relativi alle
serie semplici (̂ ).

I precedenti risultati si possono estendere facilmente alle serie
r-ple, con r 2.

2. Alla dimostrazione del teorema I. si premette quella del se-
guente lerama, che costituisce una parziale estensione alle fuuzioni
di due variabili di un teoreraa di DE LA. YALT^EE POUSSIN (3).

Se f(x, y) è una funzione periodica, di periodo 2-K, rispetto a
ciascuna delle variabili x ed y, e se

. m n
I Tm, n (fl5, y) \ = ï> S (x^ « cos it.x cos vy -h p ^ y sen (/x cos vy -H

f |j.=0 v=0

H- YJJL, v cos p.x sen v /̂ -+- S^ v sen px sen VÏ

è Mwa successione di polinomi trigonometrici tale che risulti

(4) Tm, « (x, 2/) - /(as, 2/) = 0(m-« -+- n-«) (0 < a < 1)

uniformemente in tutto il piano xy, allora la f(x, y) è Lip a.
Dalla (4) si trae

lim Tm,n(x, y) = f(x, y)

(1) N. DU PLESSIS , L̂ «o^e about fonctions in Lip a, « Proc. Bdinburgh
Math. Soc. », ser. I I , vol. 10, parte I I , p. 100 (1954 .

(2) Cfi\ A. ZYGMUND, Trigonometricctl series, Varsavia (1935) p. 79.
(3) C. DE LA VALLÉE POUSSIN, Leçons sur l'approximation des fonctions

d'une variable réelle, Gauthier-Villars, Paris (1919), p. 57.
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uniforme meute in tutto il piano xy, onde, posto

Rm,n(x> y) = f(x, y) — Tm,n(x, y)

e indicato con a un intsro maggiore di 1, è sufficiente provare
che il modulo di continuità o)̂ (8) (4) di JRa',a2(a5, y) soddisfa, per
0 < S < V2"w, alla limitazione

(5) o>B[t)i£m*,

con M costante positiva, giacchè la (5) vale manifestamente per il
modulo di continuità del polinomio trigonometrico Taa)a'(o3, y).

Si puö scrivere

v oo

(6) Ra*,a*(x, y)-^ 2 yL(x, y)-\- 2 «pjse, y),

ove

i, aft-M (X, y)— Ta\a*{x, y) (k = % 3, 4,...)

e v è un qualsivoglia intero non iuferiore a 2.
Per la (4), si ha

(x, y) — f(x, y) | -+- | Ta\ ah (as, t/) - ƒ (se, /̂) | =

cioè esiste una costante positiva er tale che riesca, in tutto il
piano xy

(7) IfPitotfl^sr, (fc = 2, 3, 4,...),

(4) Sia f(x, y) una funzione continua in un dorainio D : si dice modulo
di continuità della f(x, y) in D quella funzione w(£); della variabile posi-
tiva o, cosi definità :

w(5) = max | f{x{, y J — f(x2, t/2) |
ove i punti a^, t/j e #.2, t/2 percorrono tutte Ie possibili coppie di punti
di D tali che V[^i — «2)

2 -h (yi — y2) ' < S. Se /\as, 2/) è periodica,. di pe-
riodo 2TI, rispetto a ciascuna delle variabili, il modulo di continuità si
definisce allo stesso modo, ma senza specificare il dominio : evidentemente
risulta max w(S) = Ü)(\/2TC), sicchè basterà considerare 5 variabile nelFin-
tervallo 0 < Ô < V2re.

Cfr. L. CESARI, Sul problema di Dirichlet, «Eend. Cir. Mat. Palermo»,
vol 60, pp. 185-212 (1936), in particolare p. 189, e C. DE LA VALLÉ-POUSSIN,

loc cit. in (3), p. 7.
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da cui si deduce

(8)

FABIO MANABESI

fc=v + l

ah —
+ 00

Siano ora Ace e Ax iucrementi arbitrari delle variabili x ed y,
con V^A*)2 •+• (tyY <= S, e ABo'.o', AtpA gli inorementi corrispondenti
delle funzioni Ra?,a'(x, y), yk(o&, y), talchè si ayra, per la (6),

(9) " a? = S A©, H- 2 A©, .
fc=2 ' fc=v-H '

Applicando il teorema del valor medio si riconosce che

(O <
fc=2 fc-2

 ÖP
y

laddove p è il versore della semiretta, con origine in x, y, con-
giungente i punti ar, y e x -+- Aas, 2/ -*- A2/- ^ e consegue

S I A©, ! ̂  S S max
fc2 ' fc2 ( dx max

ma, giusta la (7), per un teorema di BERNSTEIN (5j, risulta

max

max
9JPA

e pertanto

(10) £ I. = 4 , 0
fc=2 6 — •"• k = 2

'a- lj \*'

(5) Cfr. A. ZYGMUND, loc. cit. in (2), p.' 155.
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Le (8). (9), (10) forniscono

H-oo

da cui, scegliendo, per ogni fissato valore di o in 0 <T 8 <C V

l'intero v in modo che sia av-1 < —>—< ay, si ricava infine

che équivale alla

<Z^ *K70
1

(5).

( \
1

J

a

'2TÏ

1 — a

a

1 1 - o c

+00

Ç (
1 ƒ \°

ï

a - 1 '

3. Dimostrazioue del teoreina I.
Nécessita. Se f(x, y) è Lip a (0 < a < 1), per un teorema dimo-

strato da CESARI (6J, che generalizza un lemma di BERNSTEIN (7)
alle funzioni di piu variabili, si ha uni f orme men te in tutto il
piano xy,

-+• I °>,qto y) - ffa y)\ = 0(w-« 4- n-«) -+- 0(p-« -*- gr«),

da cui, ove sia p > w«̂  q> n, si trae la (2).

Sufficienza. Se vale la (2), la <rm)n(£j y)} per j — co, converge

uniformemente in tutto il piano xy verso una funzione f(x, y)
continua e periodica, di periodo 2it, rispetto a ciascuna delle
variabili x ed y.

(6) L. CESARI, Sulle serie di Fourier delle fitmioni ïipschitsiane diptit
variabili, « Ann. Scuola Norm. Sup. Pi sa », ser. I I , vol. 7, pp. 279-295
(1938), in particolare pp. 288-289.

(7) Cfr. S. BERNSTEIN, SW Vordre de ta meilleure approximation des
fonctions continues par des pohn ornes de degré donné, « M era. Acad. Roy.
de Belgique », ser. II, vol. 4, pp. 1-104 (19L2), in particolare p. 88; oppure
L. TONELLI, serie trigononietriche, Bologna, Zanichelli (1928), p. 252.
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D' altra parte, dalla evidente limitazione

| ff«,« (a, y) - f(x, y)\<\ ff», »(o5, y) - <*p,q(x, y)\ + \ ffj»,g(«, y)—f{x, y I,

p I
passando al limite per ->oo, si ottiene, giusta la (2),

ffm, « («, 2/) — ƒ(«, 2/) == 0(w-« -h- *-*)

unifornaemente in tutto il piano #?/, sicchè, per il lemma dimo-
strato ne l n. 2, la f(x, y) è Lip x.

I n v i r tu del la uniforme convergenza del la successione | ffw,n(a:, y)\9

si ha infine
2TT

K, y) cos rx \

o" o"

Z7T ZTT

ƒƒ' sen sy

= Hm

ni ~~*°° 0 Ô

^7T 27Ï

| COS SU 7 ,
I cos rx u dxdy =

sen sy J

2TT 27T

ƒ f A*, ») sen
cos S2/
sen st/

o o
(r, « = 0 , 1 , 2,...).

4. JL) Dimostrazione del teorema II.
La nécessita della condizione dell'enunciato discende immedia-

tamente dal teorema di FEJER per Ie funzioni di più variabili (s),
m entre la sufficienza si trae dalle (11), ove f(x, y)— lim <*„«,«(#, y).

B) Dimostrazione del teorema IIT.

Nécessita. Se è | f(x, y) \ <, M in tutto il piano xy^ ivi si ha pure

[ ff», « (#, y) | =

2Tr27_ / 1 W 1
pp ƒ sen s mtt \ / sen ̂  f»v

]//»«-»-»» + • ) — — ——b b sen g sen ö

(m, » = 1, 2, 3, ...i.

(8) Cfr. L. TONELLI, loc. cit. in ^7) p. 494.

(9) Cfr. L. TONELLI, loc. in (?) p. 487.
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Sufficienza. Se è verificata la condizione dell'enunciato, risulta

2ir 2TT

ó o

Jt (' " ÖV -
per ogni coppia di interi positivi r, s, cou r < w , s < w, sicchè,

mpassando al limite per —

che la serie

-^ oo all' ultimo membro, si riconosce

1 1 oo i oo
j f r^o H- ö S (aV,o + &V.o) -*• ö S (
* â |A=1 â V —1

oo oo

H- S S

è convergente : in virtù del teorema di EIESZ-FISCHER (10), la (1)
è pertanto la serie di FOTJRIER di una funzione f{x, y) di quadrato
sommabile e quindi, per un teorema di ZYGMUND C1), risulta,
quasi ovunque,

l im <jmtH(x, y) = f(x, y).

Dalla (3) segue infine | f(x, y)\<M, quasi dappertutto.

(10) Cfr. L. TONELLI, loc. cit. in (7J, p. 511.
I11} A. ZYGMUND, On'the differentiabihty of multiple tntegrdls, «Fund.

Math. », vol. 23, pp. 143-149 (1934), in particolare p. 148.


