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Sulle serie multiple di Fourier di alcune classi di funzioni.
Nota di FaBro Maxares: (a Bologna)

Sunto. - Si veda ¢l n. 1.

1. Sia

©

(1 20X A,v Ay, (),
p=0 p=0

ove
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\1, se & p=v=0

1

5y see pu=0,v>0, oppure p=>0,v=0

lp",:?
1, seé& >0, v>0,

A, (@, y)==ay,v cos px cos vy + by., sen px cos vy +

-+ €y, COS px sen vy + d, y sen ux sen vy,

una serie doppia trigonometrica. Posto:

m n
Smonl®, y)=2Z I A u Ay, y), (m,n =0,1,2,..),
p=0 yv=0

m—1 n—1

1
won (@ 9) = 2D sy ) =
2o 2

m 'Pl‘ P’ v

= Zo LO( ——77&)(1 — 47;,) ANvdpyv (@ y). (m, n=1, 2, 3,..),
p=0 v=

si proveranno i seguenti teoremi:

1. Condizione mecessaria e sufficiente affinche la (1) sia lo
serie di Fourier di una funszione f(x, y) periodica, di periodo 2,
rispetto « ciascuna delle variabili x ed y, e Lipa (0 <a < 1), & che
risults

@) Smyn (%, Y) — 0p,q(, Y) = Om—= + n—a)

uniformemente in tutto il piano xy, per qualunque coppia di interi
P, @; cor p>m, q > n.
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I1. Condizione necessaria e sufficiente affinché la (1) sia la serie
di Fourier di una funzione f(x, y) periodica, di periodo 2=, rispelto
a ciascunae delle variabili x ed y, e continua, é che la successione
{om.n(X, ¥) | sta uniformemente convergente in tutto il piano xy.

III. Condizione necessaria e sufficiente affinche la (1) sia la
serie di Fourier di una funzione f(x, y) periodica, di periodo 2w,
rispetto a ciascuna delle variabili x ed y, e limitata, & che risulti

(3) l Om, 1 (2, y) I <=M (m n=1, ?, 3,...}

in tutto 1l piano xy, essendo M una costante positiva.

Il teorema I., la cui dimostrazione sard esposta nei nn. 2 e 3,
& 1’ estensione alle serie doppie di un risultato di pu PLEssIs (}),
mentre i teoremi II. e III., che verranno dimostrati nel n. 4, costi-
tuiscono I’estensione ulle serie doppie di noti teoremi relativi alle
serie semplici ().

I precedenti risultati si possono estendere facilmente alle serie
r-ple, con r 2.

2. Alla dimostrazione del teorema I. si premette quella del se-
guente lemma, che costituisce una parziale estensione alle funzioni
di due variabili di un teorema di DE LA VALLEE PoussiN (3).

Se f(x, y) & una funzione periodica, di periodo 2r, rispetio a
ciascuna delle variabili x ed y, e se

m Il
| Tovym (28, )| = : 2}0 2}0 (%4, v COS ux cos vy + B, sen px cos vy +
p,= v=

— Yy, v COS P& 8en vy + 3, y Sen ux sen vy)

é una successione di polinomi irigonometrici tale che risulti
4) Tm,n(2, y) — f(z; y) = O(m~—= + n—2) 0<e<l)

uniformemente in tutto il piano xy, allora la f(x, y) é Lipa.
Dalla (4) si trae '

Lm Ty u(x, y)={[(x, y)

n’:s__’m

() N. pu PLEssis, 4 note about funciions in Lip «, « Proc. Bdinburgh
Math. Soc. », ser. IT, vol. 10, parte II, p. 100 (1954 .

(?) Cfr. A. ZveMuNnD, Trigonometrical series, Varsavia (1933) p. 79.

(3) C. pe LA VALLEE PoussiIN, Legons sur I’ approximation des fonctions
d’une variable réelle, Gauthier-Villars, Paris (1919), p. 57.
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uniformemente in tutto il piano xy, onde, posto

Rm,ﬂ(x: y)=f(x1 ?/)—“ Tm-”(x) y)

e indicato con a un intero maggiore di 1, & sufficiente provare
che il modulo di continuith wg(3) (4) d1 Re .2 (2, y) soddisfa, per
0 <8< V2m, alla limitazione

5) wpg(d) << M=,

con M costante posifiva, giacché la (5) vale manifestamente per il
modulo di continuith del polinomio trigonometrico Ta:, o (x, ¥).
Si pud scrivere

v e}
(6) B, ar (2, y) = 2 ‘?L(xv y) + b ?L(x’ Y),
. k=2 k=v+1

ove
?k(x’ Y) = Rar, ar(x, Y) — Bar+i,anv1(2, Y)=

= Tarrs, bt (@ 9) — Tar ar(@ y)  (B=2, 3, 4,.)

e v & un qualsivoglia intero non inferiore a 2.
Per la (4), si ha

lo® 9) | <[ Tarts,ar+s (@, y) — flar, y)| + | Tar,ar (@, ) — flo, y) | =

= 0(a—k+1)2) 4 Q(a—k2) = O(a—ka),

ciot esiste una costante positiva ¢ tale che riesca, in tutto il
piano xy

" g
7 |0 ) | < o5, k=2, 3, 4,..),

(*) Sia f(x, y) una funzione continua in un dominio D: si dice modulo
di continuita della f(x, y) in D quella funzione w(2), della variabile posi-
tiva &, cosi definith:

w(®) =max | f(z,, ¥) — f(x2, Ys) |

ove i punti x,, y, e «;, y, percorrono tutte le possibili coppie di punti
di D tali che V(x, — a3)% + (¥, —¥3)' <28&. Se fix, y) & periodica, di pe-
riodo 2n, rispetto a ciascuna delle variabili, il modulo di continuitd si
definisce allo stesso modo, ma senza specificare il dominio: evidentemente
risulta max w(8) = o(}/2r), sicch® basterd considerare & variabile nell'in-
tervallo 0 <3 << Vﬁn.

Cfr. L. CesAr1, Sul problema di Dirichlet, « Rend. Cir. Mat. Palermo »,
vol 60, pp. 185-212 (1936), in paltlcolale p- 189, e C. DE LA VALLE-POUSSIN,
loe eit. in (%), p. 7.
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da cui si deduce

® 1
(8) k_? max |¢,(x, y) | <o _Z la—ka:
+00
__ ac ® gt — gh? ac dk
a—1 K=yl a,"‘a"'” <(¥,—1 Ea+1'
a')

Siano ora Ax e Ax incrementi arbifrari delle variabili x ed y,
con V(Ax)? + (Ay)* <3, e ARx, 0>, A9, gli incrementi corrispondenti
delle funzioni R, a2(x, ¥y), 9;(x, y), talch® si avra, per la (6),

v (o]
9) ARaﬂ,a,'z:: o Ao, + 2 Ao, .
Applicando il teorema del valor medio si riconosce che

ZVI Ao, = V(az) + (Ay)® i‘. a?" (:z: -+ YAz, y + SAy), 0 <s<1)
k=2 k=2

laddove p & il versore della semiretta, con origine in x, y, con-
giungente i punti x, ¥y e x + Ax, y + Ay. Ne consegue

E

ma, giusta la (7), per un teorema di BERNSTEIN (%}, risulta

9y

é | Ao fgsg', smax B
k—z 'F k=2 | oy

\
max

_’
x
R{l—g)+1
<< 2oqMi—a)+1t,

I

e pertanto

2 v

v h __ gh—1
(10) 3 |Ag,| < 4dod X aru—n+i—dgp—_ » L=0T
k=2 k=2 [(

a?
a? d‘.‘

< 463 1 e

(5) Cfr. A. ZveMmunD, loc. cit. in (?), p.” 165.
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Le (8). (9), (10) forniscono

a? d:
wR(S) < 40‘8 Ea + 2 a—l [ Foti

a

da cui, scegliendo, per ogni fissato valore di & in 0 <<3<C V2,

Véra

Tintero v in modo che sia a@'—1 << ———<av si ricava infine
‘\/érral
8 +oo
. .oa? d‘
opg(d) <4o-oa__ i E“ 1 / M_H
a 1
3
{ a® (V2ra?)i—= 2¢ a |
4 _
<)1Ya=1 1w T—wa—1ii™

che equivale alla (b).

3. Dimostrazione del teorema I.

Necessita. Se f(x, y) & Lipa (0 <2 <1), per un teorema dimo-
strato da OEsaRI (°), che generalizza un lemma di BERNSTEIN (7)
alle funzioni di pit variabili, si ha uniformemente in tutto il
piano xy,

| om,n (@, Y) — op,q(@, Y)|<|om,n(®, y) — flo, y) |+
+ | op,q(®, y) — fle, Yl =0m—= + n=%) + O(p= + g—),

da cui, ove sia p > m, ¢ > n, si trae la (2).

Sufficienza. Se vale la (2), la om, n(x, y), per 7:: — 0O, converge

uniformemente in tutfo il piano xy verso una funzione f(x, y)
continua e periodica, di periodo 2=, rvispetto a ciascuna delle
variabili z ed .

(6) L. Cesarl, Sulle serie di Fourier delle funzioni lipschitziane di peir
variabili, <« Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa», ser. II, vol. 7, pp. 279-295
(1938), in particolare pp. 288-289.

(?) Cfr. S. BernSTEIN, Sur Uordre de la meilleure approximation des
fonctions continues par des polinomes de degré donné., « Mem. Acad. Roy.
de Belgique », ser. II, vol. 4, pp. 1-104 (1912), in particolare p. 88; oppure
L. ToweLLI, serie trigonometriche, Bologna, Zanichelli (1928), p. 252.
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D’ altra parte, dalla evidente limitazione

[ Om,m (@ Y) — [(@ Y) | < | om, n(2; ) — 0p,q(@; ) | + | op, q(®, y)—f(x, Yl
passando al limite per z‘ —» oo, si ottiene, giusta la (2),

om, n (@, ) — f(2, y) = 0m—= + n—2)
uniformemente in tutto il piano ay, sicche, per il lemma dimo-
strato nel n. 2, la f(x, y) & Lip«.

In virti della uniforme convergenza della successione | oy, niic, Y)i,
si ha infine

2r 2m
__jcossy _
f fﬂx, Y) cosmc‘ son sydxdy_—
g o
2n 2r
= lim [fam,,(x 1)cosm:} syd xdy =
11) Rl e
{ 2
= lim 1:( )(1——) Gr,s ’ﬂ,a’l'a,
"r”'_'w m TCr s
2x 2rn b
88y . 7,8
[[f(m J)sen'rw) nsydd ggd K

(r, =0, 1, 2,..).

4. A) Dimostrazione del teorema II.

La necessith della condizione dell’enunciato discende immedia-
tamente dal teorema di F'eJrr per le funzioni di pit variabili (%),

mentre la sufficienza si trae dalle (11), ove f(x, y) = lim op, u(x, y).

n

n-—»m

B) Dimostrazione del teorema IIT.
Necessitia. Se & | f(x, )| << M in tutto il piano xy, ivi si ha pure

[ om, niz. )| =

21 21 1 ? 1 :
sen g mu \ [sengny
=m '[[f(x+u,y+v) 1 i dudv| << M, (%)
sen 5 u sen 5 v

(m, n=1, 2, 3,....

(8) Cfr. L. ToNELLI, loe. cit. in (7) p. 494,
(°) Cfr. L. ToneLLI, loc. in (7) p. 487.
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Sufficienza. Se & verificata la condizione dell’enunciato, risulta

2n 2n
m

1 " 1 1 m : .
4M22;2.[/a’m,n(x, y)dacdy:ia%,o+§ p <1—£) (@0 + b*y,00 +
00

p=1

1= 2
+§ )} (1—%;) (a’o,v—i—c,o,v) +

v=1

’

¥ 3 w\? vy’ : ¥ 2 :
+p§1 vil( _'r_n) (1—;';) (@h,y + By + )y + d¥ ) =

1‘2 12"(1 9'22 bZ 1%(1 vz? 2
24“0,0‘*‘2“:1 —— (@%y,0+ 9,0)+2v:l —n) (@0, » + €%,y) +

r s‘ ® 2 v\2 . .
-+ 21 vzl 1_7—n) (1—1—@) (@, v + b%,y + P,y + dP,0),
P‘= —

per ogni coppia di interi positivi », s, con r <m, s <m, sicche,

passando al limite per %2 — oo all’ultimo membro, si riconosce

che la serie

1 2 1 x 2 2 1 £ 2 2
i%00+5 El(a wo + b o) + 5 Zl(a v,0 + €% o) +
p= v=

oo oo
+ 2 X (at,y + b,y + e,y + dY,)

=1 y=1

& convergente: in virti del teorema di Riesz-FiscHER (!°), la (1)
& pertanto la serie di FouriEr di una funziome f(x, ) di quadrato
sommabile e quindi, per un teorema di ZvemunD ('!), risulta,
quasi ovunque,

lim om,n(x, y)=flz, y)

i
Dalla (3) segue infine | f(x, y)| << M, quasi dappertutto.
(**) Cfr. L. ToNELLI, loc. cit. in (7), p. 511.

(1Y) A. ZyaMuND, On' the differentiability of multiple integrals, « Fund.
Math. », vol. 23, pp. 143-149 (1934), in particolare p. 148,



