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Sulla derivazione delle funzioni normali di intervallo.
Nota di Jaures Ceccont (a S. Carlos, Brasil)

Sunto. - S¢ dumostra Uesistenza e si danno alcune proprietd della derivata
di una funezione normale di intervallo di spazio astratto.

1. Recentemente da parte di C. Pauc [6] e indipendentemente
da parte di G. FICHERA [4] sono stati estesi alle funzioni definite
su di una opportuna famiglia di insiemi (intervalli) di uno spazio
astratto i classici teoremi di derivazione e di decomposizione dati
da H. LeBESGUE per le fanzioni di intervallo in R,, additive e a
variazione limitata. Particolarmente interessante & il procedimento
usato a tale scopo da (. FICHERA, secondo il quale questo Autore
perviene ai teoremi in questione dopo aver definito mediante una
proprieta estremale la derivata di una tale funzione di intervallo
astratto. Scopo di questa breve nota & di prendere in considera-
zione funzioni semi-additive (0 normali nel senso di S. BaNacCH)
di intervallo astratto e di estendere a tali funzioni (dopo I’intro-
duzione di un concetfo di derivata fondato sulla medesima proprieta
estremale considerata da G. FiCHERA) i teoremi dati da S. BaNacH
[2] e S. Sags [6] per le funzioni di intervallo in B, , normali, a
variazione limitata (‘).

2. Sia A un anello booleano (somen-ring nella letteratura ger-
manica) costituito da sotto-insiemi A di un insieme astratto 4,
con una base reticolare (gitfer-basis) 1 tale cioé che: (1) 0¢€I,
(2) I,, I, €I implica che [, - I,€I, (3) ogni 4 €A ammefte una
decomposizione A(4) = [I,, I,,..., I,] in I del seguente tipo:
A=21, L,el, I,- I, =0, k1 k 1=1, 2,..., n

Sia F'| 1 una funzione definita sugli elementi I€1I, diremo
che F | I & semi-additiva se per ogni I €I e per ogni decomposi-
zione A(I)=|[I,, I,,.., 1,] di I in X si ha F(I)< = F(l,) (caso
sub-additivo) oppure F(I)=Z2 F(I,) (caso super-additivo). Diremo

(!) Un teorema analogo al teorema I° della presente nota si trova
in [3]. Tale teorema non costituisce perd I’ estensione dei classici teoremi,
in R, in quanto le funzioni ivi considerate oltre ad essere normali e a varia-
zione limitata verificano una ulteriore condizione.
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che F'| T & additiva quando & simultaneamente sub e super-addi-
tiva. Diremo che F': I & monotona se per ogni €I si ha F(I)=0
(caso nmon decrescente) oppure F(I) <0 (caso non crescente). Diremo
che FF|I & a variazione limitata (V. L.) in AC A se esiste una
costante M > 0 tale che = | F(I,) | < M, al variare delle decompo-
sizioni A(4)=|I,, I,,..., I,] di A in 1. In tal caso diremo varia-
zione totale di F|I in A il numero V[F, A]=sup. £ | F(I,)|;
1’ estremo superiore essendo preso al variare di A(4).

T noto (ved. n. 3 del presente lavoro) che ogni funzione F | I
semi-additiva e V. L. in A pud essere espressa nel seguente modo :
F|I=F, |1+ F,'1, le funzioni F, |I, —F, |1 essendo super-
additive, V. L. in A e non decrescenti.

Sia o(A) il minimo c-anello booleano che contiene A. Sia |o(x)!
la classe delle funzioni ¢(x) che sono misurabili secondo o(A) in
A,. Sia m(J), J €s(A), una misura finita, ciod una funzione non
negativa, finita, c-additiva, definita mnella classe degli insiemi
J €(A).

Cid posto, cousiderata la decomposizione sopra menzionata,
definiremo la derivata di F, |1 in 4 € A, secondo la misura m,
nel seguente modo: sia 6[F,. A, m] la classe delle funzioui f(x),

per le quali, comunque fissato I€ A risulti / fdm << F\(I).

Diremo che F,|I & m-derivabile in j se mnella classe O[F),
A, m] esiste una funzione massimale F’,, cioé una funzione F',
tale che: (1) F', €6[F,, A, m], (2) per ogni ® €6[F,, A, m] si ha,
m-quasi dappertutto in A4, ® < F’. Allo stesso modo si procede
con — F,|I. Se F,|I e — F,|I sono m-derivabili in 4 si dice allora
che F | I & m-derivabile in A con derivata F'(x) = F' \(z) + F'y(x)-

3. Per dimostrare 1’ esistenza della m~derivata sopra introdotta
consideriamo, in questo numero, il seguente integrale di tipo di
BURKILL di una funzione F | L.

Se A€ A e se A(4) e Aj(A)sono due decomposizioni di 4 diremo
che A, (4) & pih fine di A(4); in simboli A,(4) <<< A, (A); se ogni
componente di A,(A4) appartiene a qualche componente di A,(4). I’ in-
sieme delle decomposizioni A(4) di A risulta in tal modo ordinato
nel senso di MooRE-SMITH e PICONE secondo la relazione <<<C.

In corrispondenza della decomposizione A(4)=[I,, I,,.., 1,]
consideriamo la somma s= X F(I}) ed i limiti B(F, A)—llm s,

B(F, A)=1lim s, il minimo o massimo limite essendo presi nel-
I’ ordinamento <<<.

Diremo B(F, A) e B(F, A) rispettivamente integrale inferiore e

superiore di tipo BURKILL di F | I in 4, diremo che F | I & inte-
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grabile secondo BURKILL, .0 totalizzabile in A. se B(F, A)=
= B(F, A) < oo e diremo B(F, A) = B(F, A)=B(F, A) il suo inte-
grale in A. B

Sono note le seguenti proprieta della integrazione secondo
BURKILL:

(1) (proprietd di monotonia) se date F, | I, F, | I risulta, per
ogni T€1, F(I)< F,(I); allora si ha, per ogni A€ A, B(F,, )<
< B(F,, 4), B(F,, A)< B(F,, A).

(2) (proprieta di semi-additivita) B(F, 4) [B(F, A)] & sub addi-
tiva [super-additiva] in A. N

(3) (proprieta di integrability delle funzioni semi-additive) se
F |1 & semi-additiva, V. L. in 4, & integrabile secondo BURKILL
su ogni insieme A€ A e si ha: B(F, A)=sup. s [B(F, 4)=inf. s]
se F'| I & sub[super]-additiva.

(4) (proprieta di decomponibilita) se F |1 & semi-additiva e
V. L. in A4 allora & la differenza di due funzioni super-additive,
V. L. in 4, non decrescenti.

4. E noto (4] [3]) che se F | I & additiva essa gode delle seguenti
proprieta :
(1) Se F |1 & additiva e V. L. su 4, allora essa & m-deriva-
bile su ogni A € A e per la sua m~derivata F' si haf | FY | dm <<
a

< V[F, 4]
(2) Se F'| I & additiva e V. L. su 4, allora essa & rappresen-

(*) Le proprietd (1), (2), (3) sono note, vedere ad es. [1] cap. 8. Per
provare la (4) si osservi che, supposto F | I sub-additiva e posto, per
ogni I €I, ¢(I)= max.[0, F(I)] e definito, per ogni 4 € A, Fi(4)=B({, 4)
e per ogni I €1, Fy(I) =F(I) — F((I) allora F,|1,—F, | I risultano fun-
zioni super-additive, V. L., non decrescenti in 4. Si noti anche che, per
ogni A€A, si ha F,(4) + B(—F;, 4)<< V[F, A]. Infatti per ogni A€A s
per ogni € >0 esiste una decomposizione A(4)=[I,, I,,.. I,] di 4 per la
quale —e + F,(4) = — e+ B(b, A)<<Zy(I;) == F(I') essendo I'y,..I",
(1", I.", ... I,"] quelli degli I, per i quali 4(I")=F(I',) [(Z;")=0, F(I,")<0.

poi su ogni I';, per (1) e (3), F(I')<<F(I')). Siha inolire, per (2),
IF(I') + 2F,(1;') << F,(4) e quindi 0 < 3F(I;")<F,(4)—ZF(l')<
=< F((4) — I F'(I';))<e. Si ha inoltre per ogni I €1, | Fy(I) | < | F(I)| + Fy(I)
di modo che, per la precedente, si deduce I | Fy(l,") | =2 | F(Ij") |+ =
Risulta pertanto —2. + F(4) 4 2| Fo(I,)) | < ZFIT)+ 2} F(I,)) <
=< V[F, 4]. Si ha cosi, per (), —2: + F, (4) + B(— F,, A)<< V[F, 4]+
+ 2| —Fy(I') | < V[F, 4]+ 3F(I')— 3 F(I') < V[ F, 4] + F(4) — SF(I' )<
= V[F, 4] + ¢, dalla quale, per I’arbitrarietd di e discende il nostro asserto.



SULLA DTRIVAZIONE DTLLE FUNZIONI YORMALI DT INTERVALLO 203

tabile in un sol modo come somma di una funzione additiva,
assolutamente continua (nel senso di S. Saks) in relazione alla
misura m{J) e di una funzione additiva singolare (nel senso di
S. SAKs) in relazione alla stessa m(J). Di pil la parte assolutamente

continua & espressa da | F'dm.
b
(3) Se F| I & additiva, non decrescente, singolare in relazione

a m(J), allora, per ogni I€I si ha F(I)= hm F)(I) essendo
>0, FO(I)=sup. 3 F(L), Lo LET, I - [ =0, Sm(I) <.

5. Siamo ora in grado di dimostrare i seguenti teoremi.
TeorEMA I°. - Se F ! I & semi-additiva e V. L. in A4, allora
essa & m~derivabile in ogni 4 A, e si ha,f | F' | dm < V[F, A].
A

TeorREMA II° - Se F | I & semi-additiva e non decrescente in
A, allora per ogni I€]J, si ha F(I) g/F’ dm + lim F)(I) nel caso

sub-additivo, llm Fie(I) +/F'dm<F(1) nel caso super-additivo,

lim FXT) essendo defmlto come nel n. 4.
e—>0

Dimostriamo il Teorema I° Per cid che si riferisce all’esistenza
della m-derivata F’ o, cid che & lo stesso, all’ csistenza della m~de-
rivata delle funzioni F, |I, F, | I associate a F | I come nel 3,
basta osservare quanto segue. Considerata per esempio la funzione
Fy | I si consideri il suo integrale di BURKILL B(F;, I) il quale
risulta additivo in I e si osservi che la m-derivata di tale integrale
(la quale esiste per la proposizione (1) del n. 4) verifica le condi-
zioni poste nel n. 2 per la m-derivata F'; di F, | I (3).

Per cid che concerne la seconda parte della proposizione
si osservi chef | F' | dm:f | 7'y + F'y dmgf | F'y | dm +

4 a A

+[1Fy|dm=[F'dm + [~ F',dm < F(4) + B(—F,, 4) <
A A A

<< V[F, A], in forza della definizione di m-derivata, di quanto
si & osservato nella prima parte della dimostrazione e della nota (?)
a pié della pagina precedente.

La dimostrazione del Teorema II° si deduce poi ovviamente
dalla proposizione (2) del n. 3 e dalle proposizioni (2), (3) del n. 4.

(?) Il presente ragionamento suggerirebbe, pit generalmente, di definire
la derivata di ogni funzione F' |, integrabile secondo BURKILL nel senso
del n. 3, come la derivata del suo integrale di BURKILL.
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