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Sulla derivazione délie funzioni normali di intervalle.

Nota di JATJRES CECCONI (a S. Carlos, Brasil)

Sunto. - St dimostra l'esistensa e si dànno alcune proprietà della derivata
di una funsione normale di int er v allo d% spasio astratto.

1- Reeen te m en te da parte di C. PAUC [5] e indipendentemente
da parte di Gr. FICHERA [4] sono stati estesi alle funzioni definite
su di una opportuna faraiglia di insiemi (intervallij di uno spazio
astratto i classici teoremi di derivazione e di decomposizione dati
da H. LEBESGUE per Ie fanzioni di intervallo in R„, additive e a
variazione limitata. Particolarmente interessante è il procedimeuto
usato a taie scopo da Gr. FICHERA, secoudo il quale questo Autore
perviene ai teoremi in questione dopo aver definito mediante una
proprietà estremale la derivata di una tale fuuzione di intervallo
astratto. Scopo di questa breve nota è di prendere in considéra-
zione fanzioni semi-additive (o normali nel senso di S. BANACH)
di intervallo astratto e di estendere a tali funzioni (dopo P intro-
duzione di un coucetto di derivata fondato sulla oiedesima proprietà
estremale cousiderata da Q. FICHERA) i teoremi dati da S. BANACH
[2] e S. SAKS [6] per Ie funzioni di intervallo in R„, normali, a
variazione limitata (l).

2. Sia A un anello booleano (somen-ring nella letteratura ger-
manica) costituito da sotto-insiemi A di un insieme astratto An

con una base reticolare (gitter-basis) I tale cioè che : (1) 0 61,
(2) I, , J8 € I implica che [] • I2 € I, (3) ognL A € A ammette una
decomposizione à(A) = [I,, It,..., I„] in I del seguente tipo :
A = 2Ik9 Ifc € I, I* • Ii = 0, * + ï, &, ï = 1, 2,..., ».

Sia F\ 1 una funzione definita sugli elementi J € I , diremo
che F | I è semi-addiiiva se per ogni J g l e per ogni decomposi-
zione MI)=s[In I2 ï . . . , I„] di ƒ in I si ha F(I) < ïF{IM) (ca so
sub-additivo) oppure F(I)^> 2 F(lk) (caso super-additivo). Diremo

(*) Un teorema analogo al teoreraa 1° della presente nota si trova
in [3]. Tale teoreraa non costituisce perö Testensione dei classici teoremi,
in Bn in quanto Ie funzioni ivi considerate oltre ad essere noimali e a varia-
zione limitata verificano una ulteriore condizione.
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che F | I è additiva quando è simultaneamente sub e super-addi-
tiva. Diremo che F \ I è monotona se per ogni J€ I si ha F(I)> 0
(caso non decrescente) oppure F(I) < 0 (caso non crescente). Diremo
che F | I è a variazione limitata (Y. L.) in A d A se esiste una
costante M> 0 taie che 2 | .F(IA) | < M, al variare delle decompo-
sizioni A(A)s[JM Ij,,..., I*] di J4 in I. In tal caso diremo varia-
zione totale di F \ I in A il numero V[F, JL] = sup. 2 | F(/ft) | ;
T estremo superiore essendo preso al variare di &(A).

B noto (ved. n. 3 del presente lavoro) che ogni f unzioue F | I
semi-additiva e Y. L. in A puö essere espressa nel seguente modo :
F | I = F} | I -H F2 i I, Ie funzioni F1 \1, —-F, | I essendo super-
additive, Y. L. in A e non decrescenti.

Sia c(A) il minimo cr-anello booleano che contiene A. Sia | cp(a;) {
la classe delle funzioni y(x) che sono misurabili secondo <T(A) in
AQ. Sia m(J), /Ç<J(A) ; una misura finifca, cioè una funzione non
negativa, finita, cr-additiva, definita nella classe degli insiemi

Ciö posto, cousiderata la decomposizione sopra menzionata^
definiremo la derivata di Fl \ I in A 6 A, secondo la misura m,
nel seguente modo : sia 6[_F,. A, m] la classe delle funzioni f(x),

per Ie quali, comunque fissato I£A risulti I f dm <C F^I).

Diremo che F1 \ I è ïu-derivabile in A se nella classe 6[JFJ,
4̂, w] esiste una funzione massimale F\, cioè una funzione F'i

tale che: (1) F\ 6 0[F,, A, m\, (2) per ogni *I>eô[FM A} ni] si ha,
m-quasi dappertutto in A, <î><çFf. Allo stesso modo si procède
con —.F, 11. Se Fx \ I e — Ft \ I sono w-derivabili in A si dice allora
che F | I è m-derivabile in A con derivata F'(sc) = F\(x) -+- F't(x)-

3. Per dimostrare 1' esistenza della m-derivata sopra introdotta
consideriamo, in questo numero, il seguente integrale di tipo di
BXJRKILILI di una funzione F | I.

Se il 6 A e se k^A) e A2(A) sono due decomposizioni di A diremo
che A2(A) è più fine di &i(A); in simboli âil(A)« &2{A) ; se ogni
componente di &t(A) appartiene a qualche componente di k^A). L'in-
sieme delle decomposizioni &(A) di A risulta in tal modo ordinato
nel senso di MOORE-SMITH e PICONE secondo la relazione <<:.

Iu corrispondenza della decomposizione &(A) = [Iif 12) . . . , I„]
consideriamo la somma s = 2 Filk) ed i limiti B{F, A) = lim s,
B(F, A) = lim s, il minimo o massimo limite essendo presi nel-
1' ordinamento « .

Diremo B(F, A) e B(F, A) rispettivamente integrale inferiore e
superiore di tipo BTJRKILL di F \ I in A, diremo che F \ I è inte-
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grabile secondo BURKILL, .O totalizzabile in A. se B(F, A) =
= B{F, i ) < o o e diremo B(F, A) = B(F, A) = B{F, A) iTsuo inte-
grale in A.

Sono note le seguenti proprietà délia integrazione secondo
B U R K I L L :

(1) (proprietà di monotonia) se date Ft | I, F% | I risulta, per
ogni 1 6 I, F^Ij^F^I); allora si ha, per ogni A 6 à, B(Fls A) <
< 5 ( ^ 2 Î A), B[Fl9 A)<ÇB(F2, A).

(2) (proprietà di semi-additività) B{F, A) [B(F, A)] è sub addi-
tiva [super-additiva] in A.

(3) (proprietà di integrabilità délie funzioni semi-additive) se
F | L è semi-additiva, Y. L. in AQ, è integrabile secondo BURKILL.

su ogni insieme A € A e si ha : B(F, A) = sup. s [B(F, A) = inf. s]
se F | I è sub[super]-additiva.

(4) (proprietà di decomponibilità) se F | I è semi-additiva e
Y. L. in A allora è la differenza di due funzioni super-additive,
Y. TJ. in A, non decrescenti.

4. È noto ([4] [5]) che se F | I è additiva essa gode délie seguenti
proprietà :

(1) Se F \ I è additiva e Y. L. su Ao allora essa è m-deriva-
bile su ogni i Ç A e per la sua m-derivata F' si ha ƒ i F' | dm <

< V[F, A].
(2) Se F i I è additiva e Y. L. su Aa allora essa è rappresen-

(-) JJe proprietà (1), (2), (3) sono note, vedere ad es. [1] cap. 8. Per
provare la (4) si osservi che, supposto F \ I sub-additiva e posto, per
ogni I Ç r, <!>(!) = raax - [O, F(I)] e definito, pei- ogni A Ç A, FL(A) ~B(-]; A)
e per ogni ICI, Ft{I) = F(I) — Ft(I) allora F{ | I, — F2 | ï risultano f un-
zioni super-additive, V. L., non decrescenti in A. Si noti anche che, per
ogni A 6 A, si ha F^A) -+- B(— F2, A)<V[F, A]. Infatti per ogni A£k s
per ogni s > 0 esiste una decoraposizione à(A) = [Il, J2,... In] di il per la
quale - e + F , ( 4 ) = - f i + % A) < S ̂ (ZJ = 2 F(J'f) essendo I'n,...rb

[ V , J2",... Im"] qiielli degli IA per i qnali cKJ',)=F(I\) [•(I/')=0I F(Z/'»<0].
È poi su ogni I',-, per (1) e (3), F(Z't) < Fâ(Z'f). Si ha inoltre, per (2),
S FJZ',-) + S F t(i/') < F{(A) e quindi 0 < S F^If') < F4(,4) — S ^ ( Z ' ^ S
< ^i(^) — S Ftf't) < s. Si ha inoltre per ogni I Ç I, | ̂ (Z) | < | F(I) \ -+- F,(Z)
di modo che, per la précédente, si deduce S | -F2(Z/') | < S | -F(Z/") | 4- s.
Risulta pertanto - 2. +- ̂ ( ^ ) + S | ^2(Z/') | < S ̂ (Z't) -h S | ^2(Z7") | <
< V[F, A], Si ha cosl, per (2), —2; + ^ (.4)-!-£(- F2 , A)< V[F, A]-t

2(Z',) | < FfJ1, ̂ ] + Z ^ ( r f ^ - S ̂ (Z1,)< V[F, A] -hFL(A) - SJ( / ' , )<
, -4] -f- e, dalla quale, per l'arbitrarietà di s discende il nostro asserto.
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tabile in un sol modo come somma di una funzione additiva,
assolutamente continua (nel senso di 3. SÂKS) in relazione alla
misura m(J) e di uiia fiinzione additiva singolare (nel senso di
S. SAKS) in relazione alla stessa m(J). Di più la parte assolutamente
continua è espressa da / F' dm.

ï
(3) Se F | I è additiva, non decrescente, singolare in relazione

a m(J), allora, per ogni 1 6 1 si ha F(I) = lim F&(I) essendo
e > 0, F^(I) = sup. 2 F(Ik)t Ih Cl,Ik€ I, h • h = 0, 2 m(Ih) < s.

5. Siamo ora in grado di dimostrare i seguenti teoremi.
TEOREMA 1°. - Se F [ I è semi-additiva e Y. L. in Ao allora

essa è m-derivabile in ogui A a A, e si ha ƒ | F' | dm < V[F, A],
A

TEOREMA II0. - Se F j I è semi-additiva e non decrescente in
Ao allora per ogni IC I , si ha F(I) < f F' dm -+- lim FM(I) nel caso

/ e —o

sub-additivo, lim F^][I) -+-/i^'dm< F(l) nel caso super-additivo,

lim FM(I) essendo definito come nel n. 4.
Dimostriamo il Teorema 1°. Per ciö che si riferisce all'esistenza

della w-derivata F' o, ciö che è lo stesso, all'esistenza della »w-de-
rivata delle funzioni Ft | I, F2 \ I associate SL F \ I come nel 3,
basta osservare quanto segue. Considerata per esempio la funzione
Ft | I si consideri il suo integrale di BURKILL B(Fi, I) il quale
risulta additivo in I e si osservi che la m-derivata di tale integrale
(la quale esisfce per la proposizione (IJ del n. 4) verifica Ie condi-
zioni poste nel n. 2 per la m-derivata F\ di Ft | I (3).

Per ciö che concerne la seconda parte della proposizione
si osservi che ƒ | F' \ dm — ƒ | F\ + F't \ dm < ƒ | F\ \ dm -+-

A A A

+ / \F\ \dm = f F\ dm-*-f—F\ dm *£Fi[A)-*-B{ — F„ A) <,
A A A

< V[F, A], in forza della definizione di m-derivata, di quanto
si è osservato nella prima parte della dimostrazione e della nota (z)
a piè della pagina précédente.

La dimostrazione del Teorema II0 si deduce poi ovviamente
dalla proposizione (2) del n. 3 e dalle proposizioni (2), (3) del n. 4.

(3) II presente ragionamento suggerirebbe, più. gen er al men te, di definire
la derhata di ogni funzione F\ T, integrabile secondo BURKILL nel senso
del n. 3, come la derivata del suo integrale di BURKILL.
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