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Sul limite di intégrait del tipo ƒ f{x)y(hx, x)dx,
a

quando h -> -+- oo,

Nota di LANDOLÏNO GIULTANO (a Pisa)
Santo. - Da tin cïassico teorema sul limite di integrali del tipo

b
ƒ f(x)<p(hs, x)dx per h -^ H-oo si deduce un corollario utile per il cal*
a
colo del limite di alcuni integrali che non si nferiscono ai casi comu-
nemente noti. Bel corollario si dà anche una dimostrasione dtretta.

M'è accaduto di rilevare che da uu cïassico generale teorema
di convergenza di certi integrali, puö ricavarsi un Corollario (l)
che non mi pare sia stato da altri esplicitamente messo in luce,
utile per calcolare il limite di integrali per esempio del tipo
b

j f(x)'j((nx)dX) quando n -+ oo, in cui v(t) è funzione periodica e che,
a

corne faro osservare, non riguardano i casi comunemente noti.

0) Vedi Corollario II'.
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Dedurrö qui il Corollario dal teorema a cui ho accennato e ne
darö anche una dimostrazione diretta.

1. Uno studio generale sulla convergenza di integrali del tipo
b

J fix)rrAxi h)dx quando h —» -+- oo, risale al Du Bois - REYMOND (*)
a
e al DINI (3), il quale stabili il seguente :

TEOREMA I. - Siano f(x) funzione reaïe deflnita e integrabile
(nel senso di Mengoli* Cattchy) in un intervallo finito (a, b) e <p(x, h)
funzione reale deflniia e limitata per a < x < b e per h reale
comunque grande. Per ogni tale valore di h, la cp(x, h) risulti inte-
grabile (secondo Mengoli - Cauchy) in (a, b) e, inoltre, per tutti i
sistemi di valori di a' e b' tali che a < a ' < b ' < : b , sia:

b'

(1)

(2)

È allora:

lim

lim

[
J

lim f fix)y{x, h)dx — 0.

Se ne deducono i seguenti due Corollari :

COROLLARIO I. - Se, invece della (1), sussiste la relazione:

l im | ©(#, h)dx = X(6' — a')

a'
con X indipendente da a' e b', sostituendo nel teorema al posto
di <p(x, h) la cp(x, h) — X, si ottiene :

b b

lim f f(x)*(x, h)dx = X f f(x)dx
*+oo J J

COROLLARIO II. - Se la ar(x, h) è, rispetto ad x, periodica di
periodo T, ed è c&(x, h) = 'f(hx), si ha : (4)

(-) P. Du BOIS-REYMOND, Borchardt Journal, v. 79.
(3) U. DINI, Serie di Fourier e altre rappi esentasioni analitiche delle

fansioni di una variabile reale, ]NTistri, Pi sa, 1889 pp. 87 e segg.

(4) [nfatti, si ponga h(b' — d) — iphT +- dk, 0 < r f / t < T e pk intero per

cm e quindi -^-^ >- - l < p A < ^
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Kb'

lim f y(hx)dx = lim \ ï y(t)dt = h' _ a f *{t)dt
a' ha' 0

e, per iZ Corollario I, si ricava :
b b T

l im f f(x)*(x, h)dx = f <t(x)dx I f <p(A *.
a a 0

Neir indirizzo delF analisi moderna, il teorema L, nella sua
forma generale, suona cosi (5) :

TEOREMA I'. - Sia <p(x, T, h) definita e reale per x variabile
neir intervallo finito (a, b), x variabile in un insieme di punti E
e h reaZe comunque grande. Si supponga che, fissati un pttnto x
«» E e *ê  valore di h, Za cp(x, x, h) sia quasi continua in (a, b)
e, saZuo aZ piw un insieme di misura nulla di (a, b), si abbia
| <p(x, x, h) | < K, con K costante indipendente da r e da h. Si swp-
ponga poi che, fissato x m E, ^er o^m intervallo (a', b') c7« (a, b),
a < a' < b' < b, si abbia (6) :

(1') lim

uniformemente quando r varia in E.
Se f(x) è ima funzione reale, quasi continua e integrabile in

Si ha

Ora, è

b' -

È poi,

allora :
b'

a'

-a' 1 ^

hb'

Ph & - *

evidentemente :

lim

1.

—s!

T

0

..

î percio

<f[t)dt

ha-+p,T+dh

J \
ha'-+pfT

Ph b' — a'

= 0.

(5) v. VITALI-SANSONE, itfbderMa teoria délie funsioni (h vartabtle reale,
Parte II , (G. SANSONE) 3 a ediz. Zanichelli, Bologna, 1952, pp. 238239;
v. anche W. HOBSON. The theory o f fonctions of a real variable and the
theory of Founers series, Vol. I I I , Cambridge, Univ. Press, pp. 422 e segg.

(6) L'integrabilità qui e nel seguito va intesa sempre nel senso del
LEBESGUE.



SUL LIMITE Dl INTEGBALI, ECC. 189

(a, b), si ha allora :
b

(2') l im [f(x)*(x, T, h)dx — O
a

e la convergenza a zero dell'integrale è uniforme quando x varia in E.
Cosï come dal teorema I. si sono ricavati i Corollari I. e II . ,

dal teorema I' si ricavano i seguenti due Corollari :

COROLLAJRIO I'. - Se, invece della (1'), sussiste la relazione:

b'

lim / v(x, x, h)dx = X(6' - a')

con X indipendente da a' e b' e uniformemente quando T vana in E,
sostituendo nel teorema al posto di <p(x, T, h), ïa ©(x, T, h) — X, sé
ottiene :

b b

l im i f(x) CD (x, x, h)dx = X / f(x)i
i—+00 7 ' J

uniformemente quando x varia in E.

COROLLARIO II'. - Se la c&(x, x, h) è, rispetio ad x, periodica, di
periodo T, ed è <p(se, x, h) = «p(nx3 x), si ha, uniformemente quando ~
varia in E :

b'

lim
h-

l im / cp(^x, r)dx = — ^ / <p
H4.+oo J IJ

o' 0

e, per iZ Corollario I', si ricava :
b

l im
T

IJ

2. È il Corollario II ' quello a cui si accenna all'inizio di
questa Nota. Ne daremo ora una dimostrazione diretta. Si tratta
di dimostrare la seguente proposizione :

Sia f(x) funzione reale quasi continua in a < x < b e ivi inte-
grabile. Sia <p(t, x) funzione reale definita per t qualunque reale
e x variabile in un insieme E e, fissato x, sia gwasi continua, e pe-
riodica rispetto a t di periodo T e, escluso al piü un insieme di
punti di misura nulla di (a, b), limitata da una costante L indi-
pendente da x. È allora, qualunque siano a' e b' con a<Ta' < b ' < b:

6' r &'
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uniformemente quando x varia è E e l'intervallo (a', b ' ) in (a, b) .

a) Cominciamo intanto col supporre la f(x) continua in (a, 6).
Fissato ad arbitrio un numero s > 0, dividiamo 1' intervallo (af, b')
in m parti uguali, 8^ 82,.„, Sm, con m sufficientemente grande
in modo che in ciascuna di esse Toscillazione di f(x) risulti mi-
nore di e. Detto / , il valore di f(x) nel primo estremo di 8,., si ha:

6

r m r m r
(1) f ( x ) * ( h x , r)dx - S f , f (fcx, T)dx + - S l\f-f.\ <?(hx, T)dx.

I r = l ./ r=l /
S 5

Supposto, fissato x, esclaso al più un insieme di misura nulla
di (a, b) : \ v(hx, T) | < L, con L numero fisso positivo, indipen-
dente da x, si ottiene :

(2) S f\f—f.\<t(hx,-:)dx
r=l J

< iL{b' — a').

T / ƒ

Si ponga S = . Si ha, per r = 1, 2,..., m :

a'+rS
C

Si ponga: fjL/lfr = ha' + h(r — 1)8, feS = pAT + dh,

iutero per cui è quindi -=• — l<P*<7jf e perciö lim ^ = —,

qualunque sia (a', 6') dt (a, 6).

Si puö allora scrivere (7) :

(t, T)dt +- I ®(t, r)dt I

e quindi :

lim / Mx, r)dx = -t

uniformemente quando x varia in E e qualunque sia (a', 6') di (a, 6).
Fissato er > 0, sia /ï tale che se h>h si abbia, qualunque sia x

O Yedi nota (4). •
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in E, e qualunque sia 1' intervallo (a\ b') di (a, b) :

r o r
j oihx, <z)dx= ^ J <
,. 0

T)« H-

l£»,/(!<ff> r = 1, 2,.. . , m.

Si puö scrivere quindi :
T

(3) 2j / r / <p(fox, T)dx ̂  I 2i /,. I "m f Cp(fr, Tjflt -|- ^ E, , fc ƒ r •
r = l ^ r _ l o

Essendo c > 0 arbitrario, si ricava :

(4) fcÜ+oorll'"^^0"
Facendo quindi tendere a zero e e perciö m -^ oo, si ottiene :

(5) lim S -~fr=[f(x)dx.
m—* oo r—1 m J

Dalle (1), (2), (3), (4), (5) si ottiene cosi la relazione richiesta
che abbiamo perciö provata nel caso in cui f{x) sia continua.

b) Si passa ora al caso generale con lo stesso ragionamento
usato dal TONEI/LI (8) per provare la tendenza a zero degli inte-

b b
grali ƒ f(t) cos ntdt e ƒ f(t) sen ntdt quand o n —* oo.

a a

OssERVAZiONE. - Ponendo, nel Corollario I I ' : <p(ftx, T) S= | COS nx \
oppure v(hx, T) = | sen nx \ si ottengono le due relazioni :

6' b'

lim / f(x) | cos Mx | dx = - | f(x)dx
n-+oo J * J

b' b'

lim / /"(x) | sen nx \ dx = - / f(x)dx
,—- oo / t Jn

a

provate già da TONELLI (9).
In modo analogo si ricavano altri limiti in modo sistematico.

(8) L. TONELLI, Serie Trigonometriche, Zanichelli, Bologna, 192S pp.
218-220.

(9) Loc. cit. (8) p. 220 nota (1).


