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Relazioni e disuguaglianze su polinomi classici.
Nota di Lerrerro ToscaNo (a Messina)

Sunto. - B contenuto nelle ultime righe del primo paragrafo.

1. Per i polinomi di HERMITE
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Per quanto la loro dimostrazione sia semplice, cheé basta rife-
rirsi alla formula sommatoria di CERISTOFFEL-DARBOUX, ad esse
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si & pervenuti in questi ultimi anni estendendo la ricerca di se e
guando i primi membri di esse relazioni sono positivi.

La letteratura dell’argomento si pud trovare quasi completa in
un recente lavoro di A. E. DANESE (}).

In questa nota dapprima perfeziono la relazione (4) e ne aggiungo
altre analoghe per polinomi associati ai precedenti classici. Poi asse-
gno una nuova relazione sui polinomi di HERMITE, con relative
disuguaglianze. E tale risultato costituisce lo scopo principale del
lavoro.

2, Cominciamo con la trasformazione della relazione (4). tro-
vata da DANESE nella sua citata memoria, in altra pilt semplice
e definitiva.

n—=1 (2A j)
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(1) Eaxplecit evaluations of Turan expressioms, Annali di Matematica
pura e applicata. (IV), XXXVIII, 1955, pp. 339-348.

Cfr. pure I.. Toscano, Su una disuguaghanza relatiwa ar polinoms di
HerMite, Bollettino della Unione Matematica Italiana, (I1I). VII, 1952,
pp. 171-178.
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Risalendo ora alla (4) si oftiene
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Questa & piit semplice della (4) in quanto al secondo membro
di essa si presenta una volta e non due, il simbolo di sommatoria.
Per ) =1 e = —cosd si ha la relazione
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=4 sen®0 X, (n — ) sen* (¢ + 1)6.
0
3. Aj polinomi richiamati nel primo paragrafo corrispondono
le funzioni di seconda specie
2,
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B con le formule di riduzione
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restano introdotti i polinomi associati G,—,(x), Ffﬂl(x), Rﬁ}il(x).

Anche per questi valgono relazioni del tipo (1),..., (4), e si ha
: Gl
{6) G2 X)) — Gy 1 ()G () =7 ! |1 4 ;, (7&:%],

@) F)FP@)]) — o+ 2F (@) F @)+ FO@) P ) =
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!
8)  m+DEDY @) — -+ 2R @Bl (@) + B (@) Rl i(x) =

2x, n n=1(x 1)(z+1)!
=i =S CE T R e x>0

La prima & nota (*). Le altre due si ottengono a partire dalla
formula sommatoria di CBRISTOFFEL-DARBOUX, e osservando che (%)

2 L PP @) =+ AFD@) — FP@)] — L)

d
(L =) gz Bl = (n + 2wR’(@) — Bili()] + @),

e che
a o a % o 1,
L@ P o) — Lo ) = 0
2,
V) RD(e) — P B ) = T

Seguono le disuguaglianze
©) @+ DFL @] — 0+ 2 F (@) Fa(x) +
+ Fif)(w)Fﬁﬂﬂx} >0, >0, « >— 1.
10)  ( + D[R (@) — (1 + 2) B\ 1 ()B4 +() +

+ BP@RY () >0, —1=2=<1, 1>0.

(2) L. KoscaMIEDER, Das Vorzeichen gewisser aus Hermiteschen Polynomen
zweiter Art gebildeter Determinanten, Akad. Wiss. Wien, Math, Nat. Kl.
Anz., 1951, pp. 165-167.

(3} L. Toscano, Polinomi associati a polinomi classici, Rivista di Mate-
matica della Universita di Parma, 4, 1953, pp. 387-402.
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4. Con particolare riferimento ai polinomi di HERMITE richia-
miamo la pilt generale formula di riduzione

2

a®

B @)H, 4 y(2) — Hf@ (@) =v! 2 Gpy,u(®)  v=0.

E per i polinomi Gu,,(x) si ha (4

1 nl G% (x)

(11) Gno(®) — Gy ),y (@) Gy, (@) = (0 +-V)! Jit %i i1’

la quale si riduce alle (1) e (6) per v==—1 e v=0.

5. Altra estensione della (1), ma di tipo diverso delle precedenti,
€ la nuova relazione

1/2m ) m [ 2m
a2y () B+ S 1 (g ) Hale) Hoi) =
1(2m)! noi— 1\ Ha (@
=§%T<"—m“§g<i¢_1)m"—:}(ﬁ) 1=m=mn.

Per provarla premettiamo un risultato sulle funzioni iper-
geO{netriche ad argomento unitario.
B noto che (%)
a, b, c, —m;
Ty E—b k—c, k+m; 112

1 1 1 1
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— (k—b, m)(k—c, m)>"* 1.1 1 ‘
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l b R N
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(4) I ToscaNo, Formule di riduzione tra funzioni e polinomi classici,
Rivista di Matematica della Universitd di Parma, 6, 1955, pp. 117-140.

(5) W. N. BaiLey, Generalized hypergeometric series, Cambridge Uni.
versity Press, 1935.
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E per a=1

1, b, ¢, —m; m!(l—b—c,m) |1 1 [b ¢, —m; ][
F = 2 1)/.
! [1-6, 1—ec, m+1:1] (1—b, m){1—c, m)}2+23F 1, b+c—m; (

D’altra parte vale la formula di SAALSCHUTZ

F [_ma b, c; _ (@I (l—m —e)l(1+b — el (1 + c—e)
T2 d, e - (1 — e)l(d +~m)[(d — b)I'(d — ¢)

con d+e=b+¢ —m + 1.

E applicandola al caso nostro si trova la formula

(13) 4F| y € —m; }__1 1 m!(1—b—c¢ m)

1—b 1——c,m+—1 T3 20 —b, ml—c, m)"

Cid premesso, per provare la (12) prendiamo le mosse dal suo
primo membro che denotiamo con A. Si sa che

Hotoi =2 (") (") B,

r

H,_, (@)= "%_f(_ 1ys! (” N I

Quindi

2
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E brevemente
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m 2
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E poicheé

resta
m—i) P o (1

cio® esplicitamente

(=1
?[(n—y 'y!

" ! (_'.7: ’I‘)
H n—;(x) %r r! *

m—r—i+1, 4
n—r—+1, 1)

mn 2
. ?=("1}L(mm1,) n+3)!(n—1q)!

Intanto la somma rispetio all’indice 4 si pud scrivere

2m) ' I B)n + 1, i)(—n + r, |1, ?)
(m N (T, e + 1, )n—r+1, i’

cioe
s —m,n+1, —n+r 1;
(zm)n!n!4F3 ’ 1.
m —n, m+1, n —r +1;
E applicando la (13) con b=n + 1 e ¢ =— n + 7, si trova che

tale somma & uguale a

(-—1)"‘(27”)'%‘("— m) ! (—7, m)
2 m!mn—r + 1, m)

1/2m
— tn!
+2( )n.n..

Pertanto risalendo si ha

(= L (=4, 1) [(= 1" @m)inln— m)(—r, m)
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-+ % (27::&)%'%'} .
Successivamente
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78
E poicheé
i
=, (_l"__) =0,
0 r.:
resta
_ = @Ceinl(n—ml 2 (— 1) : i (=g =1 m)
A= m] 2= T B 2 G T et

D’ altra parte
(—J, ) —r, m) _j"m (—J, L +=m)(— 1 —m, m)
Pw—m—1+1, m)(l +m)!

i’(n—-—r—rl, m)r! o
E poiche -
(=4 L+m)=(—j, m)(—j+m, )
— ™1 !
(1, = S 0!
(=1)"(—m, )

1
n—m—1+1, m) (—n, m)(—n+m,l)’

la precedente somma si pud presentare nella forma

(—'.7" m)j—m (_’]‘*"ma l)('_ ", l)
P (—nm, I

(—mn, m)

e simbolicamente
('—j7 m) F . . -1
(_,n, m)ﬁ ,(-—j+m,—n,~n+m, )'

Da cui risulta uguale a
(_j: m)(m’ .7 - m}

(_ n, .7)
Risalendo si ha
_ (= @em)inln—m)tr  (—1)Y (=4, m)m,j—m)
=3 m! =T w2
1 @m)! n (j—1\ H, @)
A=3 Tt (”_m)!ff(m—1)(n—j)!‘

B cosl resta stabilita la (12).
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6. Dalla (12), al variare del’indice m da 1 a =, si ha il sistema
notevole di relazioni

12— )=(1)  HAe) ~ Hol@mle) = 0 — 1)1 3, 2200,

(12 - 2) SH,Q(QU) - 4Hn+l(x)Hn—l(x) -+ Hn +2(x)Hn—2(x) =

_ % — 1) @)

(12 —3) 10H,(x) — 15H, , () H,—,() + 6 H,, , o(@)H, _ o) —

- Hn—&—s(x)Hn—-s(x) - 30(" - 3) ! 2 (.7 - 1) .7 - 2) (’”r "_’(T! ’

i 9 n 9 1 (2n)!
(12 —n) Q(;@) Hl @)+ 2 (= 1)’(n nz) H.. (@) H ~—r‘x)—§(:)! :

B di queste solo la prima & nota.

In ogni caso si pud affermare che il polinomio di grado
2% —2m in x

1

: (2111) H ) + 2 (— 1) ( 2m )

Hn—b—t(x)Hn——t‘w)

¢ definito positivo su tutto 1’asse reale.
Dalla

3H, () — 4H, () H,—\(®) + H..,-(2)H,(x) > 0,

sostituendo a x una radice z,_, , dell’equazione H, _ (x)=0, o
Xy, . dell’altra H,  ,(x) = 0, si ottengono le

4
Ho (%n—y,,) — 3 Hy (s, JH, (Xn_s,,) >0

4
H, (%0 yy,,) — 3 H,\\(®ays, JHrr(Trys, ) > 0.

B queste provano la disuguaglianza
H,}x) — KH () H o\ (%) > 0
. . . 4
per i valori x,_,,,, %u,,,, di e con K= 3> 1.

Analoghe disuguaglianze si possono stabilire con le (10 — 3),...,
(10 -~ m).



