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Su un teorema di reciprocità per i sistemi a ritardo.

Nota di GIOVANNI LIVERANI (a Bologna)

Sunto. - Cfr. il seguente paragraf o l.

1. Si consideri un sistema meccanico, a n gradi di libertà,
definito délie coordinate lagrangiane qx, q2,..., qn, soggetto a forze
conservative, che compia, attorno a una posizione di equilibrio
sfcabile, piccoli movimenti forzati, prodotti da sollecitazioni addi-
zionali di componenti lagrangiane Q1S Qt,..., Qn, assegnate funzioni
del tempo t ('). Siano poi q\, g'2,..., q'n, i valori dei parametri lagran-
giani quando nello stesso sistema, soggetto aile stesse forze con-
servative, agiscano invece délia Qt le sollecitazioni addizionali di
componenti Q\, Q'2,..., Q'n.

Supposto che in ambedue i casi le condizioni iniziali siano
nulle, vale la formula di reciprocità (2) :

o o

(1) S n f Qn(< - u)q;»{u)du = lnl Q\(t - u)qn(u)du11 l i
da cui si possono dedurre relazioni semplici ed utili (3).

Recentemente sono stati perö considerati i cosidetti sistemi raec-
canici a « ritardo », retti da equazioni miste differenziali e alle
differenze. Tali equazioni si possono ottenere da quelle relative
ai sistemi considerati in principio sostituendo, in alcuni termini,
alla qt calcolata nell'istante generico t, le stesse grandezze calcolate
in un istante antécédente t — T dove T è, di solito, una costante
che esprime appunto il ritardo con cui certe azioni si manifestano.

(*) Ovviamente la condizione di equilibrio si riferisce al caso in cui
agiscono solo forze conservative, i movimenti sono prodotti da queste forze
e da quelle addizionali.

(2) Confr. : M. PARODI , Applications Physiques de la Transformation
de i apZace J o C.K.R. S. Editeur, Paris , (1948) cap. I I -3 pp. 52-54. D. GRAFFI ,
Sul teorema di reciprocità per le correnti vartabili, « Annali di Matematica
P u r a ed Applicata », 4-XXV, pp. 267-276 (1946).

Questi teoremi sono stati dimostrati tutti per i circuiti elettrici; ma,
tenendo presente l ' identità fra le equazioni dei circuiti elettrici e dei
sistemi meccanici in discorso, si ricava subito la relazione del testo.

(3) Yedi a questo proposito i lavori citati al numero précédente.
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Scopo di questa nota sarà di mostrare che la relazione di reei-
procità (1), e quindi le sue conseguenze, valgono, sotto opportune
condizioni, anche per sistemi a «ritardo».

2. Consideriamo, per fissare le idee, un sistema a «ritardo»
dissipativo a due gradi di libertà ; l'estensione al caso ad n gradi
non offre difficoltà,

Le equazioni che reggono il sistema sono :

an

«22 5*(0

bn qx(t) -h 5 , , q%(t) •+-

n) "*- cl% qt(t — x12) =

dove le am,«, &m,n, cm}«, rm, tt (m, w = 1, 2) indicano quantità
costanti e indipendenti dalPordine degli indici ; per esempio si ha
TmjW = xw, m. Le -rmj7l si suppongono positive e rappresentano, corne
si è detto, i « ritardi ».

Supponiamo poi il sisfeema inizialmente in posizione di riposo
o meglio le qt e le q{ nulle nell'istante iniziale e in tutti gli istanti
antecedenti.

Infine, ammettiamo trasformabili secondo LAPLACE, non solo
le Qt, ma anche le qt, il che del resto appare intuitivo tenendo
anche conto che il sistema è dissipativo.

Ciö posto, moltiplichiamo la (2) per e~pt (dove p numero com-
plesso con parte reale positiva) e integriamo da O a oo.

Per le nostre ipotesi e tenendo presente il teorema di traspo-
sizione e note proprietà délie trasformate di LAPLACE abbiamo :

(3)

dove

+- bnp -+- cue-P^
(o l tp« •+- bliP -t-

(atlp* H- btlp -
= 2[Qt(t)]

indicano le trasformate rispettivamente
(*)•

{*) Per esempio

=Je-pt q(t)dt
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Nel caso in cui Ie Qt si sostituiscono con Ie Q'n s'intende sotto
Ie stesse ipotesi, Talgono ancora Ie (3), salvo la sostituzione di
q'i e Q\ rispettivamente a qt e Qt.

Moltiplichiamo rispettivamente per £[#',] e 2[q'%] le due equa-
zioni (3) e sommando assieme si ha :

H- c

bltp
(4)

Ora scambiando Ie Q\ e g\ con Ie Qt e gt il primo membro
della (4) resta invariato, cosï deve accadere del secondo e si ha :

(5) £[&]%',] + £[(?,]%',] = q o ' j q g j + qQ'jqgJ.

Da cui, applicando il teorema del Faltung ed il teorema di
LERCH, si ricava subito la (1), che perciö risulta yalida, corne già
affermato, anche per i sistemi a ritardo (5).


