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Sui gruppi ogni sottogruppo ciclico dei quali & caratteristico.
Nota di Lurer AxTonio Rosarr (a Firenze)

Sunto. - Si determina la struttura dei gruppi di torsione ogni sottogruppo
ciclico dei quali é caratteristico, e si da per un gruppoe generico una
condizione mecessaria perché ogni suo sottogruppo ciclico sia caratie-

’

ristico. Si ritrova in particolare un risultato di F. Szasz.

1. Bia G un gruppo arbitrario rappresentato moltiplicativa-
mente. Diremo che G ha la proprietd P se ogni suo sotfogruppo
ciclico & caratteristico. Hsistono gruppi con proprietd P: tali sono
per esempio tutti i gruppi ciclici. I1 caso particolare che ogni
sottogruppo ciclico di G sia una potenza di &, sia cioe il gruppo
generato dalle potenze k-me degli elementi di G, & stato consi-
derato da F. Szasz {1} [2], che ha dimostrato che, in questo caso.
G @& ciclico. Noi in questo lavoro riusciamo a determinare la
struttura dei gruppi di torsione con proprieth P e a dare per
gli altri gruppi una condizione necessaria perché abbiano la
proprietal P. In particolare si ritrova pilt rapidamente il risultato

di F. Szasz.

2. Ricordiamo che un gruppo si dice dé forsione se tutti i suoi
elementi sono periodici, mentre si dice senza tforsione se tutti i
suoi elementi, eccettuata 1’ unith, sono aperiodici. Cominciamo
col provare che

TeorEMA 1. — Se G & un gruppo abeliano dié torsione ed ogni
suo sottogruppo di ordine finito & ciclico, allora G ha la proprietd P.

Bastera far vedere che in G ¢’ & al pit un sottogruppo di un
dato ordine m. Se ve ne fossero due, 4 e B, necessariamente ciclici,
A | B sarebbe ancora finito (essendo G abeliano, 4 |J] B—= AB, il
cui ordine & al massimo #?), e quindi, per ipotesi, ciclico. Ma un
gruppo ciclico ha al massimo un sottogruppo di un dato ordine,
mentre 4 |J B conterrebbe 4 e B, ambedue d’ ordine #. Onde
I’ assurdo.

Come immediata conseguenza si ricava il seguente

COROLLARIO. — Il gruppo wmoltiplicativo di tulte le radici del-
U unita positiva ha la proprieta P.
Dimostriamo ora che
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TeorEMA 2. - Se G ha la proprieta P. allora G & abeliano.

Ogni sottogruppo ciclico di G, essendo caratteristico, & anche
normale, quindi ogni sottogruppo di G & normale e G & abeliano
o hamiltoniano. Per assurdo supponiamo che G sia hamiltoniano;
@, e a, siano due suoi elementi non permutabili ed inoltre sia
a, = a,a,. B noto che a, e a, generano un sottogruppo, @, di G
isomorfo al gruppo dei quaternioni e G = @H, dove H & un gruppo
abeliano prodotto diretto di due gruppi, uno a elementi tutti bila-
teri, I’altro a elementi tutti di periodo dispari. Inoltre si sa che
ogni elemento di @ & permutabile con qualsiasi elemento di H e
che @[] H & un sottogruppo d’ordine 2, costituente il centro di .

Risulta immediato verificare che in @ esiste un auatomorfismo,
o, che cambia @, in a,, @, in a,, a, in a,. Basterd allora prolun-
gare tale automorfismo in G perché sia dimostrato che G non pud
essere hamiltoniano. Con riferimento al teorema di G. Zarpa
« Sull’ ampliamento degli automorfismi» [3], si assuma come siste-
ma residuo di generatori di G rispetto a @ 1 insieme degli ele-
menti di H che non appartengono a @ e si faccia corrispondere
ad ognuno di essi se stesso. Tenuto conto che @ [ H=|a?|=
=1a, | =|a,*|, risultano soddisfatte le condizioni previste dal
teorema di G. ZapPpra e, secondo il detto teorema, esiste un auto-
morfismo di G che determina sugli elementi di @ la sostituzione
determinata da « e che lascia inalterati gli elementi di H. Risulta
dunque dimostrato quanto volevamo.

La dimostrazione fatta si pud rendere pih semplice se G &
finito, oppure se si accetta fin da ora il postulato di ZermMELO,
nei quali casi si sa che, se hamiltoniano, G = @ < L, con € iso-
morfo al gruppo dei quaternioni, ed L prodotto diretto di due
gruppi, uno a elementi tutti bilateri, 1’ altro a elementi tutti di
periodo dispari. In tal caso, detti a, e a, due elementi di periodo
4 di @, che insieme generino @, I’automorfisme di G che subor-
dina in @ P’ automorfismo a, — a, —a,a, ¢ in L 1’automorfismo
identico, non muta in sé i sottogruppi {a, !, {a,}, { ma,!, onde G
non gode della proprieta P. Resta quindi dimostrato che G @&
abeliano.

Diciamo ora primario relativo al numero primo p un gruppo
abeliano tutti gli elementi del quale abbiano per ordine potenze
di p. Diciamo poi ¢ndecomponibile un gruppo abeliano se non pud
essere rappresentato come prodotto diretto di sottogruppi nessuno
dei quali sia identico. Indichiamo con Z(p") un gruppo primario
relativo al numero primo p ciclico di ordine p"*. Dimostriamo
allora il
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TrEorREMA 3. - Se G ha la proprieta P ed & il prodotio direlto
di un numero finito di gruppi ciclici allora G & ciclico.

Consideriamo prima il caso che G sia un gruppo di torsione e
di conseguenza, nelle nostre ipotesi, finito. Siccome un gruppo di
torsione finito & il prodotto di gruppi ciclici primari, potremo
pensare che sia

G = Z(p,™) < Z(p,m) XX ... .

Se i numeri primi p;, p,,.. sono tutti differenti, allora G @&
un gruppo ciclico. Basterdh dunque mostrare che non pud essere
ad esempio p, = p, —p. Siano g, e g, due generatori rispettiva-
mente di Z(p™) e di Z(p™) e supponiamo w,=>n,. Nel generico
elemento di Z(p,™), g,", operiamo la sostituzione g, — g.g,,
lasciando inalterati gli altri fattori diretti di G. Allora g,"g,*— g,"9,",
con ¢t =r+ 8 (mod p»). La trasformazione & dunque invertibile.
Inoltre, avendosi g,mg,% — gi"g;1, con t, =r;+ s, (mod pm), & an-
che g,7g,° - 9ing,% = 94"g," — GGy, con 1y =1+, (mod pm),
s, =38 + s, (mod p™), {, =1, + s, =r+s—+7r, + s, =t + & (mod p).
Quindi g,mg,t2 = g,7g," - g."g."*. Lia frasformazione genera dunque
un automorfismo in G per effetto del quale {g, | —{ g1g, ! contra-
riamente all’ipotesi fatta su G. G & dunque ciclico.

Se invece G & senza forsione, tenuto conto che dume gruppi
ciclici aperiodici sono isomorfi, si ricava ancora che G & ciclico.
Infatti se fosse G =4, < 4, X ..< 4,, con 4,, 4,,..., A, gruppi
ciclici infiniti, detto @, un generatore di A;, la corrispondenza
Wy — Gy, Ay — Gy, @; — G; (¢ > 2) sarebbe un automorfismo di G,
che non muta in sé il sottogruppo ciclico A4,. Bastera allora far
vedere che G non pud contenere insieme elementi periodici ed
elementi aperiodici perche il teorema sia dimostrato. Anszitutto,
sarh G = M < N, con M senza torsione ed N di torsione, e poiché
M ed N devono anch’ essi godere della proprieta P, M ed N devono
essere, per quanto precede, uno ciclico infinito, I’altro ciclico finito.
Detti dunque @ un generatore di M e g, di periodo %, un gene-
ratore di N, per effetto della trasformazione @ — ag, g — g si ha
g — a'g’g=a"g' con t=1r—+s (mod n). La trasformazione &
dunque invertibile. Analogamente ang% —angh con f =7, + s,
(mod »). Inoltre a"g® + angs — ar+n « g% — ar+ngh, essendo s,=5+3,
mod »), t,=7+1r,+8 =747, + 8+ 8 =1+t (mod »). Quindi
a’gs - angs — a’g’ - angh. La trasformazione gemera dunque un
automorfismo che porta {a} in |ag}, onde I’ assurdo.

Da questo teorema, siccome un gruppo abeliano finito & il
prodotto diretto di gruppi ciclici, risulta il
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COROLLARIO. — Se G & finito ed ha la proprieta P, allora G &
ciclico.

Risulta ora immediato ricavare il risultato di F. Szasz a pro-
posito dei gruppi G tali che ogni loro s?ttogruppo ciclico & una
potenza di G. Infatti, come osserva F. Szasz, si vede subito che G,
nelle ipotesi fatte, o & un gruppo finito oppure & un gruppo senza
torsione. Infatti se G contiene un gruppo ciclico finito, di ordine
n, per ipotesi uguale a una potemza, G¥ di G, allora di counse-
guenza G¥» & 1 identita. L’ insieme delle potenze differenti di G
¢ dunque finito, di conseguenza & finito 1’ insieme dei gruppi ci-
clici di G che risulta finito. Per il teorema 3 (che in tal caso
pud dimostrarsi nel modo abbreviato) allora G @& ciclico. Se inve-
ce G & senza torsiome, allora, per essere abeliano%e isomorfo a
qualunque sua potenza. Ma per ipotesi qualche potenza di G &
un gruppo ciclico, quindi G & ciclico.

Si ammetta d’ora in poi il postulato di ZErMELO. In questa
ipotesi si prova che un gruppo abeliano di torsione con (almeno)
un elemento di periodo massimo & il prodotto diretto di gruppi
ciclici [4] [6]. I1 ragionamento fatto per provare il teorema 3 prova
allora che

TeorREMA 4. - Se G & un gruppo di forsiome con (almeno) un
elemento di periodo massimo ed ha la proprictd P, allora G &
ciclico.

Indichiamo ora con Z(p*®) un gruppo isomorfo al gruppo mol-
tiplicativo delle radici dell’ unitd positiva i cui indici sono potenze
qualsiasi dell’ intero primo p. Per il teorema 1, Z(p®) ha la pro-
prietd P. Infatti ogni sottogruppo di Z(p~) di ordine finito &
ciclico. D’altronde si sa che un gruppo di torsione indecomponi-
bile & un gruppo ciclico primario o isomorfo, per un conveniente
intero primo, a Z(p>) [4] [5]. Risulta allora evidente che

TeorREMA 5. — Se G & un [gruppo di torsione indecomponibile
senza elementi di periodo massimo ed ha la proprieta P, allora G
& isomorfo a Z(p>), essendo p un conveniente intero primo.

Osserviamo ora che se G ha la proprietdh P, due suoi fattori
diretti indecomponibili non sono mai primari rispetto allo stesso
numero primo. Infatti Z(p”) < Z(p™) non ha la proprieta P, come
risulta dal teorema 3;

Z(p") X< Z(g™), p F=q, & ciclico e quindi ha la proprieta P;

Z(p") X Z(g®), Z(p™) < Z(g*), p4gq, hanno la proprieta P ed
ogni loro sottogruppo di ordine finito & ciclico;
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Z(p™) X Z(p®), Z(p") X Z(p*) non hanno la proprieta P. Il
fatto & evidente per il primo dei due; per dimostrare che il secondo
non ha la proprieta P, basterd supporre che Z(p®) sia il gruppo
delle radici dell’ unitd positiva di indice uguale alle potenze del
numero primo p e far vedere che, se @ & un generatore di Z(p")
e bys la radice dell’unitad di indice p° di argomento positivo mi-
nimo, esiste un automorfismo di Z(p") < Z(p*) che muta a in ab,
e lascia fermo Z(p®). Infatti, per effetto della trasformazione in-

. s—1 s—1

dicata a“bgs — a“b}‘,‘bﬁ:;:a“bgs “bf,s:d“bgs *+P . La trasforma-
: . - s1—1

zione & dunque invertibile. Inoltre a“‘bf;sl-»a"bgsi atb o se

s=s, e y & il resto di o + «, (mod p»), a"‘bsg . a,”“bf,‘:;1 = aYbf,sbﬁz_SIBl—.

- —1
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B dunque dimostrata 1’ esistenza dell’ automorfismo indicato.

Diciamo ora divisibile un gruppo abeliano G tale che per
ogni x in G e ogni intero » esista un elemento y di G per cui
y'=wx; in altre parole G & detto divisibile se G = G™ per ogni
intero n. Diciamo poi ridolfo un gruppo abeliano che mnon abbia
sottogruppi divisibili. Possiamo dimostrare che

TrOREMA 6. ~ Se G & un gruppo di torsione ed ha la proprietc
P, allora & il prodotio diretto di gruppi primari indecomponibils
relativi a numeri primi tutti differenti ed & quindi isomorfo a un
sottogruppo (proprio o improprio) del gruppo di tutte le radici del-
U unita positiva. Precisamente, se G & ridotto, & il prodotio diretio
di gruppi ciclici; se G & divisibile, & il prodotto diretio di gruppi
del tipo Z(p>); contiene fattori dirvetti indecomponibili dei due tipi
nel caso rimanente.

Sia G ridotto e non si riduca alla sola identitd; si sa allora
che G ha un fattore diretto finito [4] [5] che per il corollario del
teorema 3 risulta ciclico.

Quindi

G = Z(pi’”l) X A
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ed A & un gruppo ridotto di torsione. Supponiamo allora
G = R XX Z(ps™) X Z(p,") X ... ;

i numeri primi p,, p,,... saranno tutti differenti e si potrd ulte-
riormente supporre che R, necessariamente ridotto, non contenga
altri fattori diretti di tipo Z(p"). Allora R & mnecessariameunte
identico, perche se non lo fosse, conterrebbe un fattore di tipo
Z(pm. Quindi

G = Z(p™) X Z(pym) XX ...

Sia G divisibile. E noto che un qualunque gruppo divisibile &
il prodofto diretto di gruppi di tipo Z(p~) e di gruppi che, rap-
presentati additivamente, sono isomorfi al gruppo additivo dei
numeri razionali [4] [6]. Siccome questi ultimi non sono gruppi di
torsione, in questo caso

G = Z(p1®) X Z(ps®) < ...,

ed ancora i numeri primi p,, p,,.. sono tutti differenti.

Consideriamo il caso rimanente. Siccome due fattori diretti
di G non sono mai primari rispetto allo stesso numero primo e
poiché un sottogruppo divisibile di un gruppo abeliano & un
fattore diretto [4] [5], si pud supporre che G sia il prodotto di un
gruppo ridotto e di uno divisibile. Quindi

G = Z(p,™) > Z(py") XX ... X Z(q1®) > Z(q,®) X< ...,

e due qualsiasi dei numeri primi p,, py,.., qi, g4, ... NON sono
mai uguali. Tenuto conto che in tutti e tre i casi G risulta un
sottogruppo di un gruppo isomorfo al gruppo di tutte le radici
dell’ unith, risulta completamente dimostrato il teorema.

Risulta dal teorema precedente il seguente

CoroLLARIO. ~ Se G & un gruppo abeliano di torsione ed ogni
suo sottogruppo di ordine finito & ciclico, allora G & isomorfo a un
sottogruppo del gruppo di tutte le radici dell’ unita positiva.

Infatti G, per il teorema 1, ha la proprieth P. Dal teorema
precedente risulta allora Y’ asserto.

Dimostriamo il

TEorREMA 7. — Se G ha la proprieta P o & un gruppo di torsione
0 & un gruppo indecomponibile senza torsione oppure & il prodotio
diretto di un gruppo indecomponibile senza torsione per un gruppo
di ordine due.
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Cominciamo col dimostrare che, se G ha la proprietada P e non
¢ un gruppo di torsione, ammette soltanto due automorfismi, guello
identico e quello che trasforma ogni elemento di G nel suo inverso.
Poiche G, per ipotesi, non & di torsione, deve contenere almeno
un elemento, @, aperiodico. Poiché G ha la proprieta P, un
automorfismo di G deve mutare {a} in s&, quindi ¢ in s& o @ in
a—'. Mostriamo che un automorfismo di G che muta a in s,
muta in s& ogni elemento di G; e se muta a nell’ inverso, muta
nell’ inverso ogni elemento di G. Sia in primo luogo ¥ wun auto-
morfismo che muti @ in s&, e sia b un altro elemento di G. Se b
© periodico, ab & aperiodico, e si ha (ab)® = ab oppure (ab)® = (ab)—".
D’ altra parte (ab)® = a®b® =ab®. Dovrd quindi aversi ab® = ab,
oppure ab®=—=a—'b—'. Nel primo caso & b¥®=0>5, nel secondo si
avrebbe ab® — a—'b—"', onde a—* =1b . b?¥; e poiche, per la proprieta P,
6% —=b%, per un conveniente x si avrebbe a—*=b'**, il che
¢ assurdo, perché a—* & aperiodico e b'*® periodico. Sia ora invece
¢ un elemento aperiodico di G. Sard ¢®* =c¢, oppure c¢®=c-'. Ma
se fosse ¢ = ¢!, si avrebbe (ac)® = ac—!, e allora, se ac & perio-
dico, dovrebbe aversi, per quanto si & visto, (ac)®> =ac, onde
ac =ac~', ¢ =c~', e pertanto ancora c¢®*—=c; mentre, se ac & ape-
riodico, si avrebbe (ac)® —=ac, e allora seguirebbe, come sopra,
c¢¥—c, oppure si avrebbe (ac)®>—=a—'c~’, e allora sarebbe ac—=—a—'c—},
cio® @ =a"', contro I’ ipotesi che a sia aperiodico. Pertanto, se &
a® = a, & anche b =05, qualunque sia b in G.

Sia ora, invece, S un automorfismo che muta ¢ in a~?, e sia b
un altro elemento di G. Allora, se b & periodico, ab & aperiodico,
e si ha (ab)® = a—'b—!, perche se fosse (ab)® — ab, sarebbe a® —x
per ogni « di G (per il caso precedente) onde anche a*'= g,
contro 1’ ipotesi. Da (ab)® = a0~ (ab)® = a—'b? segue b% =050
Se poi b & aperiodico, deve essere b% —b—?) perche se fosse
b¥ = b, per il caso precedente, sarebbe anche a¥—a, contro
I’ ipotesi.

Supponiamo allora G non di torsione, dotato della proprieta P,
e decomponibile mel prodotto diretto 4 >< B di due sottogruppi
propri A e B. Possiamo definire un automorfismo ¢ di G che
subordini in 4 1’ automorfismo identico, e in B 1’ automorfismo
che muti ogni elemento nel suo inverso. Per quanto abbiamo ora
visto, ¢ dovra in G stesso coincidere o con ) automorfismo identico,
o con quello che muta ogni elemento nell’inverso. Affinche cid
sia, occorre che in almeno uno dei fattori 4 e B 1’ automorfismo
identico coincida con quello che muta ogni elemento nel proprio
inverso; occorre quindi che in 4, o in B, ogni elemento coincida
col proprio inverso. Supponiamo cid avvenga per A. Si ha allora

(4
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che anche 4, come fattore diretto di G, ha la proprietd P, quindi,
per il teorema 4, A & ciclico di ordine due. B subito visto che B
non pud essere decomponibile. Se lo fosse, tenuto conto del
ragionamento precedente, dovrebbe contenere un fattore diretto C
di ordine due e quindi isomorfo ad 4 e si avrebbe G —= A4 <X C>< D
con D conveniente fattore diretto, onde si potrebbe definire in G
un automorfismo che scambi i fattori diretti 4 e C di G, lasciando
inalterati gli elementi di D, e cid & assurdo, perché per ipotesi G
ha la proprieta P. Tenuto conto che un gruppo indecomponibile o & un
gruppo di torsione o & un gruppo senza torsione [4] [5], risulta
completamente dimostrato il teorema.

Chiamiamo pienamente invariante un sottogruppo di un gruppo
G mutato in sé o in un suo sottogruppo da ogni endomorfismo di
G. Sussiste il seguente

TeorEMA 8. - Se ogni sottogruppo ciclico del gruppo G & piena-
mente invariante, G o & un gruppo indecomponibile senza torsione,
o & un gruppo di torsione.

Siccome un softogruppo pienamente invariante & anche un
sottogruppo caratteristico, tenuto conto del teorema 7, basterd
dimostrare che G non pud essere il prodotto diretto di un gruppo
indecomponibile senza torsione per un gruppo di ordine due.
Infatti, per assurdo, sia A un gruppo indecomponibile senza
torsione ¢ B un gruppo di ordine due e sia G—=A < B;sea e b
sono due elementi qualsiasi rispettivamente di A e di B, la tra-
sformazione a — @, b — b? & un endomorfismo. Infatti la trasfor-
mazione ad ogni elemento di G associa uno ed un solo elemento
dello stesso gruppo; inoltre, se a, e b, sono altri due elementi
rispettivamente di 4 e di B, si ha a, — a,, b, — b,> e ab.a,b, =
= aa, - bb; —aa,b*b,2=ab?. a,b,*. Quindi la trasformazione conserva
I’ operazione di prodotto. D’altra parte se b & il generatore di B,
per effetto di tale trasformazione {ab! — {a|. Siccome |a! non
& un sottogruppo di | ab| si ha I’assurdo e il teorema & dimostrato.

Dato il numero primo p si dicono énifer:i p-adici le serie «
della forma

1...0c
a=0y+ OGP+ ..+ ap +..= 3 ap,
i

essendo gli a, infteri razionali tali che 0<Cu,<p. Rispetto al-
P operazione di addizione (che si effettua con la regola di addizione
degli interi razionali seritti in base p) gli interi p-adici formano

un gruppo. B nolo che tale gruppo additivo & indecomponibile
e senza torsione [H]. Dimostriamo che
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TrorEMA 9. — Il gruppo additivo indecomponibile senza torsione
degli interi p-adici non ha la proprieta P.

Cominciamo col far vedere che la trasformazione « — (p + 1)x
é un automorfismo.

p+De=pr+o=a,+bp+.. +bp" +..,
dove
by=a, +a, — ¢p
by—a, + a, + ¢ — &

eegg=0;¢=0,sea,_,+a +¢_,<p;e,=1,sea_,+a +5_,>p
(1 <<% << oo). Dalle precedenti relazioni si ha

a‘:bi—ao—i—slp
Ay =0b, —a, —¢e + g,p

Da queste, fissati gli interi razionali non negativi a,, b, b, ...,
ciascuno minore di p, per la condizione 0 << a, <<p, risultano uni-
vocamente determinati, insieme a ¢, ¢,,.., anche a,, a,,... La
trasformazione & dunque invertibile. Inoltre, se §—(p + 1), allora
x+B — (p + L)+ B) = (p + 1)z + (p + 1)8. D’ altra parte, siccome
M={1+0p+0p*+..} - N={1l+p+0p*+0p®+ ..}, ed N @
un sottogruppo proprio di M, il gruppo degli interi p-adici non
ha la propriety P, come volevamo dimostrare.
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