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S ui gruppi ogni sottogruppo ciclico dei quali è caratteriatico.

Nota di LuiGi ANTONIO EOSATI (a Firenze)

Suuto. - Si determtna la struttura dei gruppi di torsione ogni sottogruppo
ciclico dei quali è caratteristico, e si dà per un gruppo generico una
condizione necessaria perché ogni suo sottogruppo ciclico sia caratte-
ristico. Si ritrova in particolare un risultato di ! \ SZASZ.

J. Sia G un gruppo arbitrario rappresentato moltiplicatiya-
mente. Diremo che G ha la propriété P se ogni suo sottogruppo
oiclico è caratteristico. Bsistono gruppi con propriété P : tali sono
per esempio tutti i gruppi ciclici. Il caso particolare che ogni
sottogruppo ciclico di G sia una potenza di G, sia cioè il gruppo
generato dalle potenze fc-me degli elementi di G, è stato consi-
derato da F. SZASZ [1] [2], che ha dimostrato che, in questo caso,
G è ciclico. Noi in questo lavoro riusciamo a determinare la
struttura dei gruppi di torsione con proprietà P e a dare per
gli altri gruppi una condizione necessaria perche abbiano la
proprietà P. In particolare si ritrova più rapidamente il risultato
di F. SZASZ.

2. Ricordiamo che un gruppo si dice di torsione se tutti i suoi
elementi sono periodici, mentre si dice senza torsione se tutti i
suoi elementi, eccettuata l'unità, sono aperiodici. Cominciamo
col provare che

TEOREMA 1. - Se G- è un gruppo abeliano di torsione ed ogni
suo sottogruppo di ordine flnito è ciclico, allora G ha la proprietà P.

Basterà far vedere che in G c' è al più un sottogruppo di un
dato ordine n. Se ve ne fossero due, A e P, necessariamente ciclici,
A U B sarebbe ancora finito (essendo G abeliano, A \J B = AB, il
cui ordine è al massimo n% e quindi, per ipotesi, ciclico. Ma un
gruppo ciclico ha al massimo un sottogruppo di un dato ordine,
mentre A (J B conterrebbe A e B, ambedue d'ordine n. Onde
1' assurdo.

Corne immediata conseguenza si ricava il seguente

OOROLLARIO. - II gruppo moltiplicativo di tutte le radici del-
Vunità positiva ha la proprietà P.

Dimostriamo ora che
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TJEOREMA. 2. - Se Gr ha la propriété P. allora Gr è dbeliano.
Ogni sottogruppo ciclico di Gr, essendo caratteristico, è anche

normale, quindi ogni sottogruppo di G è normale e G è abeliano
o hamiltoniano. Per assurdo supponiamo che G sia hamiltoniano;
«i e a2 siano due suoi elementi non permutabili ed inoltre sia
a3 — a ^ . È noto che at e a% geuerano un sottogruppo, Q, di G
isomorfo al gruppo dei quaternioni e G = QH, dove H è un gruppo
abeliano prodotto diretto di due gruppi, uno a elementi tutti bila-
teri, V altro a elementi tutti di periodo dispari. Inoltre si sa che
ogni elemento di Q è permutabile con qualsiasi elemento di H e
che Q f] H è uu sottogruppo d' ordine 2, costituente il centro di Q.

Bisulta immediato Terificare che in Q esiste un automorfismo,
ot, che cambia aL in a8, a2 in a3, a3 in aA. Basterà allora prolun-
gare tale automorfismo in G perché sia dimostrato che G non puö
essere hamiltoniano. Con riferimento al teorema di GL ZAPPA
« SullJ ampliamento degli automorfismi » [3], si assuma corne siste-
ma residuo di generatori di G rispetto a § 1' insieme degli ele-
menti di H che non appartengono a § e si faccia corrispondere
ad ognuno di essi se stesso. Tenuto conto che Q f| H= | aA

2 j =
= | a2* | — j a3* |, risultano soddisfatte Ie condizioni pre viste dal
teorema di Gr. ZAPPA e, secondo il detto teorema, esiste un auto-
morfismo di G che détermina sugli elementi di Q la sostituzione
determinata da a e che lascia inalterati gii elementi di H. Hisulta
duuque dimostrato quanto volevamo.

La dimostrazione fatta si puö rendere più semplice se G è
finito, oppure se si accetta fin da ora il postulato di ZBRMELO,

nei quali casi si sa che, se hamiltoniano, Gr = Q x L, con Q iso-
morfo al gruppo dei quaternioni, ed L prodotto diretto di due
gruppi, uno a elementi tutti bilateri, 1' altro a elementi tutti di
periodo dispari. In tal caso, detti at e a2 due elementi di periodo
4 di Q, che insieme generino Q, V automorfisrao di G che subor-
dina in Q F automorfismo ai -^ a% - ^ a ^ e in L 1' automorfismo
ideutico, non muta in sè i sottogruppi | a4 |, j a% |, j a±at i, onde G
non gode délia proprietà P. Resta quindi dimostrato che G è
abeliano.

Diciamo ora primario relativo al numero primo p un gruppo
abeliano tutti gli elementi del quale abbiano per ordine potenze
di p. Diciamo poi indecomponibile un gruppo abeliano se non puö
essere rappresentato corne prodotto diretto di sottogruppi nessuno
dei quali sia identico. Indichiamo con Z(pn) un gruppo primario
relativo al numero primo p ciclico di ordine pn. Dimostriamo
allora il
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TEOREMA 3. - Se Gr ha la proprietà P ed è il prodotto direito
di un numero finito di gruppi ciclici allora Gr è ciclico,

Consideriamo prima il caso che G sia un gruppo di torsione e
di conseguenza, nelle nostre ipotesi, finito. Siccome un gruppo di
torsione finito è il prodotto di gruppi ciclici primari, potremo
pensare che sia

G = Z(pi^) x Zip»*) X .. . .

Se i nunieri primi Pi,pt,^. sono tutti différent^ allora G è
xin gruppo ciclico. Basterà dunque mostrare che non puö essere
ad esempio p± = p2—p. Siano gt e gt due generatori rispettiva-
mente di Z(pni) e di Z(pn^) e supponiamo nL^>nz. Kei generico
elemento di Z{pin^)^ gx

r, operiamo la sostituzione gL —- gig3>
lasciando inalterati gli altri fattori diretti di 6r. Allora gCQt^^gCQt^
con f s r + 8 (mod pn%). La trasformazione è dunque invertibile.
I n o l t r e , avendos i gtr^gt

Sx —>• girig%x> con tï^ri~\-sL (mod pn*), è an-

che gCgt
s • gt^gt

9x = 9ir29zS2 - * 9ir29it2> c o n r% = r •+• rt ( m o d PMl)^
st ^ s 4- s£ (mod jpMs), ^ ^ rt H- S8 ̂  r -+- s -f- rt •+- s£ ^ ^ -+- ̂  (mod p*1*).
Quindi gftgj* = girgt

f • giTig%1 • La trasformazione genera dunque
un automorfismo in Gr per effetto del quale j gr* | —*• \ gigx \ contra-
riamente all' ipotesi fatta su G. G è dunque ciclico.

Se invece G è senza torsione, tenuto conto che due gruppi
ciclici aperiodici sono isomorfi, si ricava ancora che G è ciclico.
Tnfatti se fosse G = At x A% X .» XAr, con AL, ^ 2 , . . . , J!,. gruppi
ciclici infiniti, detto ax un generatore di Aiy la corrispondenza
aA —+. at, a2 -^- aL, â  - ^ at (i > 2) sarebbe un automorfismo di G,
che non muta in se il sottogruppo ciclico Ai. Basterà allora far
vedere che G non puö contenere insieme elementi periodici ed
elementi aperiodici perché il teorema sia dimostrato. Anzitutto,
sarà G = M X N, con M senza torsione ed JV di torsione, e poichè
M ed N devono anch' essi godere délia proprietà P, M ed N devono
essere, per quanto précède, uno ciclico infinito, Paltro cicîico finito.
Detti dunque a un generatore di M e g, di periodo n, un gene-
ratore di N, per effetto délia trasformazione a —- ag, g - * g si ha
args —- avg*'g* = argt con l = r + s (mod n). La trasformazione è
dunque invertibile. Analogamente ar*gsi —+-arigt* con tL s= rL -+- st

(mod n). Inoltre a'gs • ar^ = ar+ri • gs* — a r + r i ^ , essen do s^s+St
mod n), ^ s r -f n + Sj = r + ri -f s + Si s ^ 4- *i (mod n), Quindi

a' ps • ar^s^ — a' <f • ar^^. La trasformazione genera dunque un
automorfismo che porta j a j in j ag \, onde l'assurdo.

Da questo teorema, siccome un gruppo abeliano finito è il
prodotto diretto di gruppi ciclici, risulta il
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COROLLARIO. - Se G- è finito ed ha la propriété P, allora Q è
ciclico.

Eisulta ora immediato ricavare il risultafco di F. SZASZ a pro-
posito dei gruppi Gr tali che ogni loro sottogruppo ciclico è una
potenza di G. Infatti, come osserva F. SZASZ, si Yede subito che G,
nelle ipotesi fatte, o è un gruppo finito oppure è un gruppo senza
torsione. Infatti se G contiene un gruppo ciclico finito, di ordine
n, per ipotesi uguale a una potenza, Gk, di 6r, allora di conse-
guenza Gkn è 1' identità. L' insieme delle potenze differenti di G
è dunque finito, di conseguenza è finito V insieme dei gruppi ci-
clici di G che risulta finito. Per il teorema 3 (che in tal caso
puö dimostrarsi nel modo abbreviato) allora G è ciclico. Se inve-
ce G è senza torsione, allora, per essere abeliano,|è isomorfo a
qualunque sua potenza. Ma per ipotesi qualche potenza di G è
un gruppo ciclico, quindi G è ciclico.

Si ammetta d' ora in poi il postulato di ZERMELO. In questa
ipotesi si prova che un gruppo abeliano di torsione con (almeno)
un elemento di periodo massimo è il prodotto diretto di gruppi
ciclici [4] [5]. Il ragionamento fatto per provare il teorema 3 prova
allora che

TEOREMA 4. - Se Gr è un gruppo di torsione con (almeno) un
elemento di periodo massimo ed ha la proprietà P, allora Gr è
ciclico.

Indichiamo ora con Z(pœ) un gruppo isomorfo al gruppo mol-
tiplicativo delle radici dell'unità positiva i cui indici sono potenze
qualsiasi delF intero primo p. Per il teorema 1, Zip00) ha la pro-
prietà P. Infatti ogni sottogruppo di Z(j9°°) di ordine finito è
ciclico. D' altronde si sa che un gruppo di torsione indecomponi-
bile è un gruppo ciclico primario o isomorfo, per un conveniente
intero primo, a Z(pœ) [4] [5]. Eisulta allora evidente che

TEOREMA 5. - Se G- è un \gruppo di torsione indecomponibile
senza elementi di periodo massimo ed ha la proprietà P, allora G
è isomorfo a 2ï(p°°), essendo p un conveniente intero primo.

Osserviamo ora che se G ha la proprietà P, due suoi fattori
diietti indecomponibili non sono mai primari rispetto allo stesso
numero primo. Infatti Z(pn) X Z(pm) non ha la proprietà P, come
risulta dal teorema 3;

Z(pn)xZ(qn% JD=j=2> è ciclico e quindi ha la proprietà P ;
Z(pn) x Z{q*>), Z(p*>) X Z(qpc), p4=Q, hanno la proprietà P ed

ogni loro sottogruppo di ordine finito è ciclico;
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Z(pœ) X ^Cp00), Z(pn) X Z(pœ) non hanno la proprietà P. Il
fatto è evidente per il primo dei due; per dimostrare che il secondo
non ha la proprietà P, basterà supporre che Z(p°°) sia il gruppo
délie radici dell' unità positiva di indice uguale aile potenze del
numero primo p e far vedere che, se a è un generatore di Z(pn)
e bps la radice dell' unità di indice ps di argomento positivo mi-
nimo, esiste un automorfismo di Z(pn) X Z(p^°) che muta a in abn

e lascia fermo Z(p°°). Infatti, per effetto délia trasformazione in-

dicata aabps —*• aabpbps = aabps
 abps = aabps

 a^ . La trasforma-

zione è dunque invertibile. Inoltre aaïbpsi —- a^bpl a i + P t e, se

a

(mod >̂s), si ha

resto di oc -+- ̂  (mod pn), aabps

Y. D'altra parte, siccome p»-i(ot-H at) = jp'-'

= jPj

È dunque dimostrata V esistenza dell' automorfismo indicato.

Diciamo ora divisibile un gruppo abeliano G taie che per
ogni x in G e ogni intero M- esista un elemento y di G per cui
yuT=sx; in altre parole G è detto divisibile se G~Gn per ogni
intero w. Diciamo poi ridotto un gruppo abeliano che non abbia
sottogruppi divisibili. Possiamo dimostrare che

TEOKEMA 6. - Se G è un gruppo di torsione ed ha la proprietà
P, allora è il prodotto diretto di gruppi primari indecomponibiU
relativi a numeri primi tutti differenti ed è quindi isomorfo a un
sottogruppo (proprio o improprio) del gruppo di tutte le radici del-
V unità positiva. Predsamente, se G- è ridotto, è il prodotto diretto
di gruppi ciclici; se G- è divisibile, è il prodotto diretto di gruppi
del tipo Z(p°°) ; contiene fattori diretti indecomponibiU dei due tipi
nel caso rimanente.

Sia G ridotto e non si riduca alla sola identità; si sa allora
che G ha un fattore diretto finito [4] [5] che per il corollario del
teorema 3 risulta ciclico.

Quindi

G == Z(p^) x A
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ed A è un gruppo ridotto di torsione. Supponiamo allora

) X Z(pf*) X ... ;

i numeri primi piy pz,-.- saranno tutti differenti e si potrà ulte-
riormente supporre che R, necessariamente ridotto, non contenga
altri fattori diretti di tipo Z(pn). Allora R è necessariamente
identico, perché se non lo fosse, conterrebbe un fattore di tipo
Z(pn). Quindi

G = Z(pi^) X Z{p^) X ... .

Sia G divisibile. È noto che un qualunque gruppo divisibile è
il prodotto diretto di gruppi di tipo Z(j9°°) e di gruppi che, rap-
presentati additivamente, sono isomorfi al gruppo additivo dei
numeri razionali [4] [5]. Siccome questi ultimi non sono gruppi di
torsione, in questo caso

ed ancora i numeri primi pi3 pg,..« sono tutti differenti.
Consideriamo il caso rimanente. Siccome due fattori diretti

di G non sono mai primari rispetto allo stesso numero primo e
poichè un sottogruppo divisibile di un gruppo abeliano è un
fattore diretto [4] [5], si puö supporre che G sia il prodotto di un
gruppo ridotto e di uno diyisibile. Quindi

G = Z(p^) X Z{p%^) x ... X Z(q^>) X Z(q^>) X ... ,

e due qualsiasi dei numeri primi jpi, j?2, •••, #i, #2 , - - non sono
mai uguali. Tenuto conto che in tutti e tre i casi G risulta un
sottogruppo di un gruppo isomorfo al gruppo di tutte Ie radici
delP unità, risulta completamente dimostrato il teorema.

Hisulta dal teorema précédente il seguente

CoROLLÀTtio. - Se G- è un gruppo abeliano di torsione ed ogni
suo sottogruppo di ordine flnito è dclico, allora Gr è isomorfo a un
sottogruppo del gruppo di tutte Ie radici delV unità positiva.

Infatti G, per il teorema 1, ha la proprietà P. Dal teorema
précédente risulta allora V asserto.

Dimostriamo il

TEOREMA 7. - Se G ha la proprietà P o e un gruppo di torsione
o è un gruppo indecomponibile senza torsione oppure è il prodotto
diretto di un gruppo indecomponibile senza torsione per un gruppo
di ordine due.
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Cominciamo col dimostrare che, se G ha la proprietà P e non
è un gruppo di torsione, ammette soltanto due automorfismi, quello
identico e quello che trasforma ogni elemento di G nel suo inverso.
Poichè G, per ipotesi, non è di torsione, deve contenere almeno
un eleinento, a, aperiodico. Poichè G ha la proprietà P, un
automorfismo di G deve mutare j a | in sè, quindi a in sè o a in
a"1. Mostriamo che un automorfismo di G che muta a in sè,
muta in sè ogni elemento di (j; e se muta a nel!' inverso, muta
neir inverso ogni elemento di G. Sia in primo luogo 2Ï un auto-
morfismo che muti a in sè, e sia 6 un altro elemento di 6r. Se b
è periodico, ab è aperiodico, e si ha (ab)® = ab oppure (ab)® ~(ab)~l.
D' altra parte (ab)® = a®b® = ab®, Dovrà quindi aversi ab® = ab,
oppure ab® = a""J6~!. Nel primo caso è b® = 6, nel secondo si
avrebbe ab® ~ a~lb~\ oude a~* = b • 5* ; e poichè, per la proprietà P,
è 6* = 6*, per un conveniente x si avrebbe a~2 = o l+aï, il che
è assurdo, perché a~l è aperiodico e bl+x periodico. Sia ora invece
c un elemento aperiodico di G. Sarà c® = c, oppure c® = c~1. Ma
se fosse c®=^c~î, si avrebbe (ac)® = ac~\ e allora, se ac è perio-
dico, dovrebbe aversi, per quanto si è visto, (ac)® = ac, onde
ac — ac—1, c = c""1, e pertanto ancora c^i^c; mentre, se ac è ape-
riodico, si avrebbe (ac)* = ac, e allora seguirebbe, come sopra,
c®=c, oppure si avrebbe (ac)®=a~1c~i, e allora sarebbe ac~x=ra~1c~1,
cioè a = a—1, contro F ipotesi che a sia aperiodico. Pertanto, se è
a® — a, è anche b® = 6, qualunque sia b in G.

Sia ora, invece, 2r un automorfismo che muta a in a"*1, e sia b
un altro elemento di G. Allora, se b è periodico, ab è aperiodico,
e si ha (ab)® = a~1b~1, perché se fosse (ab)® = ab, sarebbe x® = x
per ogni x di G (per il caso précédente) onde anche a*= a,
contro l'ipotesi. Da (ab)® = ar^-1, (ab)® — a~lb® segue 6* = 6-1.
Se poi 6 è aperiodico, deve essere b® = 6~x, perché se fosse
6* = 6, per il caso précédente, sarebbe anche a® = a, contro
P ipotesi.

Supponiamo allora G non di torsione, dotato délia proprietà P,
e decomponibile nel prodotto diretto AxBdi due sottogruppi
propri A e B. Possiamo definire un automorfismo <p di G che
subordini in A V automorfismo identico, e in B V automorfismo
che muti ogni elemento nel suo inverso. Per quanto abbiamo ora
visto, <p dovrà in G stesso coincidere o con 1' automorfismo identico,
o con quello che muta ogni elemento nell' inverso. Affinchè ciö
sia, occorre che in almeno uno dei fattori A e B V automorfismo
identico coïncida con quello che muta ogni elemento nel proprio
inverso; occorre quindi che in A, o in B, ogni elemento coincida
col proprio inverso. Supponiamo ciö avvenga per A. Si ha allora
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che anche A, come fattore diretto di G, ha la proprietà P, quindi,
per il teorema 4, A è ciclico di ordine due. È subito visto che B
non puó essere decomponibile. Se lo fosse, tenuto conto del
ragionamento précédente, dovrebbe contenere un fattore diretto C
di ordine due e quindi isomorfo ad A e si avrebbe G = A X Cx D
con D conveniente fattore diretto, onde si potrebbe definire in G
un automorfismo che scambi i fattori diretti A e C di G, lasciando
inalterati gli eletnenti di D, e ciö è assurdo, perché per ipotesi G
ha la proprietà P. Tenuto conto che un gruppo indecomponibile o è un
gruppo di torsione o è un gruppo senza torsione [4] [5], risulta
completamente dimostrato il teorema.

Chiamiamo pienamente invariante un sottogruppo di un gruppo
G mutato in sè o in un suo sottogruppo da ogni endomorfismo di
G. Sussiste il seguente

TEOREMA 8. - Se ogni sottogruppo ciclico del gruppo G è pien ci-
mente invariante. Gr o è un gruppo indecomponibile senza torsione^
o è un gruppo di torsione.

Siccome un sottogruppo pienamente invariante è anche un
sottogruppo caratteristico, tenuto conto del teorema 7, basterà
dimostrare che G non puö essere il prodotto diretto di un gruppo
indecomponibile senza torsione per un gruppo di ordine due.
Infatti, per assurdo, sia A un gruppo indecomponibile senza
torsione e B un gruppo di ordine due e sia G — A X B ; se a e b
sono due elementi qttalsiasi rispettivamente di A e di B, la tra-
sformazione a —+ a, b —~ b2 è un endomorfismo. Infatti la trasfor-
mazione ad ogni elemento di G associa uno ed un solo elemento
dello stesso gruppo; inoltre, se ax e bL sono altri due elementi
rispettivamente di A e di B, si ha ax -* a*, bL -+ 6A

2 e ab - aLbi =
= aaL • bbi—*aaib

tbi
2 = ab2 • a ^ 2 . Quindi la trasformazione conserva

1' operazione di prodotto. D' altra parte se b è il generatore di B,
per effetto di tale trasformazione \ ab \ -^ \a\. Siccome | a \ non
è un sottogruppo di j ab \ si ha V assurdo e il teorema è dimostrato.

Dato il numero primo p si dicono interi y}-adid Ie serie a
della forma

1...OC

a = a0 -+- atp -+-... H- a,p' -+-...— S atp\
i

essendo gli at interi razionali tali che 0<;a t<jP- Rispetto al-
T operazione di addizione (che si effettua con la regola di addizione
degli interi razionali scritti in base p) gli interi p-adici formano
un gruppo. È noto che tale gruppo additivo è indecomponibile
e senza torsione [5], Dimostriamo che
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TEOREMA 9. - II gruppo additivo indecomponibile senza torsione
degli interi yy-adici non ha la proprietà P.

Cominciamo col far vedere che la trasformazione a -+ (p + \)%
è un automorfismo.

(p + l)a = p + a ^ a o - f bip + ... -+- brp
r + ... ,

dove

bL = a0 -f- aA - £ip

&2 = a t + a2 -i- Ei — £2p

e s0 = 0; e< = 0, sea (_i -+- at -+- £t_i < p ; e, = 1, se
( t ^ i < [ o o ) . Dalle precedenti relazioni si ha

af = 6£ — a0 -+- Sî p

Da queste, fissati gli interi razionali non negativi a01 &4̂  &2, ...,
ciascuno minore di p, per la condizione 0<:a t<<2>, risultano uni-
vocamente determinati, insieme a 6i? eg) . . . , anche a i , a2, La
trasformazione è dunque invertibile. Inoltre, se $—-(p -+- 1)^, allora
a -H p -^ (p -H l)(a H- p) := (p 4- l)x -H (p -H i)^. D' altra parte, siccome
Jf = | 1 -+- Op -+- 0pz -+-... } — J V = | l + ] ï -4- 02)* + 0^>3+ ... |, ed N è
un sottogruppo proprio di Jkf, il grappo degli interi p-adici non
ha la proprietà P , come vole^amo dimostrare.
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