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Su la genesi dei pluriderivatori.

Nota di Braxnca MANFREDI (a Parma)

Sunto. - Si metle in evidenza la naturale genesi det pluriderivatori e si
fa un’applicazione utile anche per un problema di Meccanica analitica.

1. Introduzione.

In un precedente lavoro [3] (') mi sono occupata degli opera-
tori alle derivate parziali, del primo ordine, lineari e omogenei,
della forma

9

9 0
1) =X (¢, ..., x,)* a—t+X,(t, &y yueey L) a;1+...+X,‘(t, Ly yeeny Xp)e o

dove
Xty @y, ey @)y, Xi(Ey @1y eeny 2)y 000y Xoldy 2y, 000y 2)

sono date funzioni delle variabili indipendenti ¢, »,,..., x,..

Come & gia stato proposto [2], questi operatori saranno anche
qui richiamati con il nome di pluriderivatori.

In questa Nota éndico la naturale genesi di tali pluriderivatori:
cid porta direttamente a stabilire per essi la decomposizione in
prodotto di operazioni elementari che ho ottenuta, in modo com-
pletamente diverso, nel richiamato lavoro [3].

Ricordo che tale decomposizione mi ha permesso in un altro
lavoro [4} di risolvere una classe di equazioni alle derivate par-
ziali, del secondo ordine, lineari e a coefficienti costanti (equazion:
riducibili), nella quale rientrano le classiche equazioni di LAPLACE
e di Poisson.

Osservo qui (n. 3) che tale decomposizione implica la risolu-
zione di un sistema normale di equazioni differenziali ordinarie
del primo ordine, che, com’& noto ([1], pag. 481), pud ricondursi
ad un sistema canonico per un’opportuna scelta della funzione
Hamiltoniana (?). Sotto questo punto di vista detta decomposizione
viene quindi ad avere interesse anche in campi meccanici e
fisici~matematici.

(*) I numeri in parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia posta
al termine del lavoro.
(2) Secondo il metodo di LIOUVILLE, per esempio, il sistema di equa-
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2. Genesi dei pluriderivatori e loro decomposizione in pro-
dotto di operazioni elementari.

I coefficienti X (¢, x,,..., @), Xi(}, Xyyeery 2)y ey Xty 2150y @)
del pluriderivatore (1) siano funzioni continue insieme alle loro
derivate parziali prime in un certo campo R; inoltre il coeffi-
ciente X(¢, «,,..., «,) sia sempre non nullo. In tal caso non vi &
restrizione a porre

n
ox,,

0
1) ®=a§ + X (% 2,0, ) + e+ X (E Xy ey @) .

) ox,
Posto, per brevita,

o2(t, 1,0y ) (8, X, .., 2,)

@) ot =% o,

si ha
(3) Do, x, ..., x,) =2, + X (E 2,0, X,) 02, + 0+
+ X, 2y ey )02,
Se in 2z(¢, x,,.., ,) alle x,,.., x, sostituisco delle funzioni
x, = x,(t), ..., X, = ,(f), derivabili, risulta :
d
4) az(t, (%), .. s 2,(F)) = 2,2, 2,(£), ... , 2a()) +

4+ z,(t) « 2,(t, 2,(8), vy Tlf)) 4 oo+ Xa(B) + 2,(E, 2,(E), .., Xa(E)),

zioni differenziali ordinarie del primo ordine della forma

dx; .
d_t’ =X, (¢ ®4s ey 2) (i=1,.., n)

quando si introducano le = variabili ausiliarie o, 4, ®,4+9,. , X3, © si

n
assuma la seguente funzione Hamiltoniana H= 2 X;-x,,, si trasforma
i=1
nel sistema canonico segnente

de; _ o
At~ 9%,y
s t=1,.., n),
dzye; __0H
at T b
dove le equazioni da;,;_,,-____g;f_l(i: 1,..., ») servono a definire le varia-
i

bili ausiliarie %,.; (¢=1,..., n).
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con

de,(f)/dt = x(2) (t=1,.., n).

Si nota che il secondo membro di (4) ha una forma analoga al
secondo membro di (3) e viene ad approssimarsi maggiormente al
secondo membro di (3) prendendo x,(f),..., x,(!) in modo che si
abbia

5) x, = X(t, x,, .., x,) (t=1,.., n),

come ora passiamo a mostrare.
Le ipotesi fatte sulle funzioni

Xty 2y ey ) t=1,.., n)

assicurano ([5], pp. 27-35) I’esistenza della soluzione generale del
sistema differenziale (5), cioé 1’ esistenza di un sistema di funzioni

(6) Xy = Ei(ty Cyryeny C”) (’5 - 1; sy '”’)

tali che, per ogni valore delle costanti ¢,,.., ¢, [in modo perd
che il punto (¢, x,,..., x,) appartenga ad R], sia

E(ty Coyuns €)= Xty Es(E, €1semrs €)yons Eully Coyeny Ca)) (8= 1,0, 1)

Sostituendo allora in (4) alle ay(f),..., x,.(f) ordinatamente tali
funzioni (6), si ha

(&) Z8lts Baly 615y €y Bully €1y ) =
=2zt &l €1y ey €y Eully €1y ny €) +
+ Xy(& &(E €15y Ca)y vy Enlly Cryoeey €4)) -
<28, By Cryones Cu)yony EnlEy €45y €))
A X8 Ei( Cyy ey Cu)yoery Enlly Cryenes Cu))e
2oty Ex(Ey €1y eers Co)yore s Enlly €1y ey Co))

Ricavando dalle (6), cid che & possibile (?), le costanti ¢,,..., c,,
si abbia

(6) ¢, =kt 2,,.., x,) (t=1,.., n).

(%) Infatti & ([3), pag. 35) 8(E, ..., En)/d(Csr wy Cn) =1.
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Allora le (6) ci danno

(M @, =L, ity @y, ees Ty ooy Eully Xy s @) (E=1,..., n).
Indicando poi ([3], pag. 383)

¢ C.,
®)

El(t: Ly eery Z,) . E,,(t, Lyyoers xn)
1'operazione di sostituzione di ¢,, ..., ¢, ordinatamente con

gl(t’ xl’ tee x")’ et Eh(t} xl) b xn)’
la (7) si pud scrivere

¢, c,

|
g,(t, Xyy oy Xp) ...Té,‘(t, Lyyeny X,) s

x, =

El(t’ cl’ b cﬂ)'

Se ad ambo i membri di (4') si applica la sostituzione (8),
risulta

¢, Cn 3

1" \
4" - Z z —
4" ( E](t, Xys ey L) ooe Et, Xy, o, X)) 08 26, S1(F, €15 vens Cuyeons En(t’ Crye oy Ca))=

=2z, 21,0, &)+ X Xy, x,) 0 20(E Xy, Xy) + o+

+ X, @ @,y ) 2,8 2y, 20),

dove il secondo membro coincide proprio con il secondo membro
di (3).
La (3) si pud scrivere allora

9) Da(t, ..., 2o)=

¢, Cn P

5t z(t’ El(t’ cl?"') c”)""’ E”(t’ cl)"" c")),

THE( @y ey @) oo Enlly 4y, X0)

od anche sostituendo ordinatamente ¢,, ..., ¢, con x,,..., 2, (il che
¢ un puro cambiamento di nomi):

©) Dty x,, ...y Tp) =
x, x,

0
B 0, ey 1) o Eull, 2 e 20 | 3850 B2l Fas s by oy Bl 2155 )

35
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oppure
9”) Da(t, X, .y T,) =
B @, v x, %23 X, x, .
BB 2y ey @) voe Bnll, @y ey @) VOELEL(E, @,y ony @) o BBy @y ooy ) V0
<

essendo # = 2(t, x,, ..., x,).

Dunque 4l pluriderivatore (1') & uguale al prodotto di ire opera-
zioni elementar: nell’ordine indicato dalla freccia.

Si nota poi, facilmente, che le due sostituzioni figurants in (9”)
sono fra loro inverse.

3. - Applicazione.

Come applicazione della precedente decomposizione posso indi-
care, su un esempio, come sia possibile ottenere 1’integrale gene-
rale di un’equazione alle derivate parziali del primo ordine e
lineare.

Sia da risolvere 1’equazione:

10 0z " 02 02 0z 2 0z 02 0z
i i A il
(10)  Fg+ @ugp + Fspp F Fagy TH

dove f(f) & una funzione che supponiamo integrabile e p una
data costante.
Il sistema differenziale normale (5) & ora

X, =,
Ly = Xy

- Xy = Xy

(5" o
@, = — i,
Ly == — Wi,
o — 2
Lg = — X3,

coincidente con il sistema canonico di funzione Hamiltoniana
e 1
H = 0} (20, + x,® + %) + 5 (2 + 22 + x?),

che caratterizza, per esempio, in un §;, il mofo di un punto libero
di massa unitaria attratto da un punto fisso con una forza pro-
porzionale alla distanza.
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Da (5') si trova facilmente
L,o=c,cospt+c,senut; uf,=c,cosut+c wt;
p3 =C, P 4 by P33 =20, h s 8en i
£y = t t
pEg = ¢, cos ut + ¢, sen ut,
t,=c,cosul —c senput; & ==c;cospt — ¢, sen ut;

86 = Cz cos it — ¢, sen i,
Si avra aliora

£, = px, cosut — x, senut; £, = wx, cos ut — x, sen pf;

aall

(11) 3 = 1 ci‘;b}ftﬁxs sen ut;

uve|

= x,cos pt + px, sen ut; fs = x,; cos ut + ux, sen pt;
£, = a0, cos uf + v, sen pf,
La (9”) ci da
Xy o X —!
oty @,y s x,,)—_*’a‘ i%(%) it
dove le &, ..., E—s hanno 1’espressione (11°).
Si frova cosi

|

IV
@
—

(12) a(t, @, .., xs)—_—ff(t)dt—f— QE,, .., ¢

essendo Q simbolo di funzione arbitraria.
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