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Applicabilith proiettiva fra trasformazioni puntuali
di 22 specie.

Nota di FRANCEsSCO SPERANZA (a Bologna)

Sunto. - Come al n. 1.

1. IT1 VivLa ha introdotto, in una Nota che appare in questo
stesso fascicolo, la nozione di applicabilitd proiettiva per le super-
ficie di 2* specie poste sulla V, di SEeRE; in particolare ha con-
siderato quelle applicabilita proiettive da lui chiamate forti e
inverse ().

Nel presente lavoro vengono espressi tali concetti introdotti
dal ViLna per le trasformazioni puntuali di 2* specie fra piani,
direttamente senza ricorrere alle superficie (di 2* specie) loro im-
magini sulla V, di SeerE. Si danno inoltre le condizioni analitiche
per I’ applicabilith proiettiva nei vari casi.

2, Siano S, S* due superficie di 2* specie della V, di SEGRE
(ciod S, S* siano le immagini di due trasformazioni T, T* di 22
specie rispettivamente fra i piani =,, =, e i piani =¥ =/ e sia
assegnata fra di esse un’applicabilithd proiettiva. Dimostriamo che:

Un’ applicabilita proiettiva fra due superficie S, S* é I imma-
gine di una corrispondenza A fra T e T* consistente in una tra-
sformazione U, fra =, e ©* ed in una trasformazione U, fra =, e
7%, nelle quali: 1) le curve caratteristiche doppie (semplics) di T corri-
spondono alle curve caratteristiche doppie (semplici) di T*; 2) le
curve caralteristiche di T, T% nei quatiro piani sono caratteristiche
per U,, U,; e viceversa.

Infatti, un’ applicabilith proiettiva fra S, S* & una corrispon-
denza quasi-asintotica, e quindi A muta le curve caratteristiche
doppie (semplici) di T nelle caratteristiche doppie (semplici) di T*.
Siano inoltre (4, B), (A* B* due generiche coppie di punti corri-
spondentisi rispettivamente in T, T* (e tali che A e A* si corri-
spondano in U,, B e B* in U,). Tali coppie hanno per immagine
sulla varietd di SEGRE due punti: P (di S) e P* (di S*%). Nella
coppia P, P* esiste un’ omografia K per la quale le due direzioni
quasi-asintotiche di S, 8* sono caratteristiche; allora, in ciascuna
delle coppie (4, 4*), (B, B*) vi & un’omografia — fra =, e =%
n, e m,* rispettivamente — tangente ad U,, o ad U,, per la quale

() M. ViLLa, Applicabilita proiettiva fra superficie di 2* specie della
V, di Segre, « questo Bollettino », p. 493.
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le direzioni caratteristiche di T, T* sono caratteristiche (). Le
direzioni caratteristiche di T, T* sono quindi tali anche per U,,
U,, e, per quanto dimostrato pilt sopra, anche le curve caratte-
ristiche di 7, T#* sono tali per U,, U,.

Viceversa, se & soddisfatta la condizione 1) la corrispondenza fra
S, §* & quasi-asintotica. Inoltre, in relazione ad una generica
coppia 4, A4* (B, B* di punti corrispondenti in U(U,) esiste
un’ omografia caratteristica K, (K,), per la quale le direzioni carat-
teristiche uscenti da 4, A* (B, B*¥) sono principali. Le omografie
K,, K, hanno per immagine un’ omografia K (%), per la quale le
direzioni quasi-asintotiche di S, S* uscenti da P, P* sono princi-
pali, e quindi caratteristiche (%) (%).

Una corrispondenza fra le trasformazioni T, T* soddisfacente
alle condizioni 1), 2), si dird col VILLA applicabilith proiettiva.

3. Cerchiamo ora la condizione analitica per I’ applicabilita di
due trasformazioni puntuali di 2* specie. Per individuare una
trasformazione puntuale T fra due piani =,, =, occorre assegnare
le coordinate di due punti corrispondenti 4, B in funzione di
due parametri w, v. Siano (4,, 4,, 4,), (By, B,, B;}) le terne di

punti fondamentali dei riferimenti mobili in =, =, rispettiva-
mente; si ha

2 2
dA, = %h [ORY: dB = X, ®,,B;,
0

essendo w,,, ®,x forme di Prarr nei differenziali dei parametri
dai quali dipendono i riferimenti.

Posto

Tk — (I)tk — Wyx

(3) Cfr. M. ViLLA - L. MuraccHINI, Sulle corrispondenze fra superficie
della varietic dv Segre, « Revista de la Unién Matematica Argentina y
de la Asociacion Fisica Argentina», vol. XVII in onore di Bepro LEvl,
p. 329 (1955).

(3) Cfr. M. ViLra - L. MuraccHINI, L’ applicabilita proiettiva di due
trasformazioni puntuali, < Boll. Un. Mat. Ital.» (3), 10, 313.8327 (1955),
nota (9). ’

(4) Per queste nozioni si veda: M. ViLra - L. MURACCHINI, op. cit. in
), n. 2.

(3) La definizione di applicabilita proiettiva di due trasformazioni
puntnali che si trova in L. MURaccEHINI, Sulla deformasione proiettive
delle trasformazioni puntuali, «Boll. Un. Mat. Ital. », (3), 7, 20-38 (1952),
conduce, per le trasformazioni di 2% specie, all’applicabilitd qui conside-

rata. Nel lavoro cit. si suppone perd sempre che le trasformazioni siano
di 12 specie.
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per i differenziali esterni delle forme o, t,, valgono le:

2
[dw,] = -’T—)‘: [‘”:j“’:k]

2
[dra] = %“J ;[TIJTJk] + [Tuw.ak] + [mifrjh]"

Se si impone che A,= A4, B,= B, e che le terne (4, 4,, 4,),
(B, B,, B,) si corrispondano in un’omografia K, tangente a T,
si ha

(1) Ty = Tog = 0.

Posto allora wg,(—= ®,,) = 0,, Wys(= ®¢y) = w,, differenziando este-
riormente le (1) si ha che

190, 100,
T — T =g =— Tie =5 =
11 00 2 "’1 12 2 awl
2)
109, 100,
M2, RT3,

essendo Q,, Q, due forme quadratiche in o,, v,.
Con opporfuna scelta dei riferimenti (in particolare, s’impone

che le rette A4,, BB, — cioe le rette w,=— 0 — siano le rette
caratteristiche doppie uscenti da A4, B, e che AA4,, BB, — cioé
le rette v, —0 — siano le rette caratteristiche semplici; inoltre

che I’ omografia K, sia caratteristica) le (2) si possono cosl norma-
lizzare
, T T Top— T Wy Tz =0
(2
Te1 = Ty — Too = 0.
Per differenziazione esterna si ha che, dette ®,, ®, due forme
cubiche:

— 3 2 ¢ s 3
O, = gy, + 3x,,0, 203, + 00,0, 0, + 030,

0, = 3B1a0,00,% 4= Boa00,®
valgono le:
27y — 200y, = (1_; Z‘:?:;
® Tro T Poo T s, :% aZi(;);z Tio + @y = é ai:?«:u
SEare=g % wm =pgk
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Indichiamo con 3 un simbolo di differenziazione rispetto al quale
Su =380 =0. Posto ¢,; = v,;(3), si ha

@ : Borgy == 2oggfey, — €gg) gy T= tyy(E); — €g) 3o,y = — 2¢,,

Btz == tgg(Eqe — E1y) 3By == Bralers — g0) + 2¢5, 3o3 =0

®gps %ays %3 SONO quindi invarianti relativi; si hanno tre inva
2

rianti assoluti nell’intorno del 3° ordine, ad es. E’L, Gy %035 Boae
Si dimostra che condizione necessaria e sufficientesoaffinché le
curve caratteristiche doppie (semplici) siano rette & che sia
oo =0 (x93 = 0).

Gli sviluppi in serie delle equazioni di 7, nell’ intorno di 4, B,
avendo assunto il sistema di riferimento come pitt sopra indicato,
risultano (x, y coordinate in x,, x, y in =,):

| o= ay - 5 lrag@® + B,y + 3oy, — ey® +- ayey?] + [4]
® - 1
[ 9=y — 5 BBy + By + [4].

4. Sia ora assegnata, accanto alla 7T, una trasformazione pun-
tuale T#, pure di 2* specie, fra i piani =,* e =,*. Supponiamo che T
e T* siano applicabili, e siano U, ed U,= T. U, T* le trasfor-
mazioni, rispettivamente fra =, e =% =, e =% che realizzano
I’ applicabilita.

Fissiamo in =#* =,* due sistemi di riferimento mobili in rela-
zione a T*%, analogamente a quanto s’& fatto in «,, =, in relazione
a T. D’ altra parte, essendo le due trasformazioni riferite in una
corrispondenza che muta le direzioni caratteristiche di T in quelle
di T# si pud far si che i punti 4% A% A,* siano i corrispondenti
dei punti 4, 4,, 4, in un’ omografia tangente ad U, nella coppia
A, A*. Allora anche B* B*, B,* sono i corrispondenti di B, B,,
B, in un’omografia tangente ad U, in B, B*. Cid posto, per T* si
hanno le relazioni

2 2
dA,* = Zk w1k*Ah dB,,* = Zk (I),;‘*Bk*
0 0

e, posto
Ttk* = G)th* - wzk*
si ha
(1%) T = 702* =0
Tt — Tyt = — ¥ Trs =
2%

T ¥ = — w,* Toa¥* — 15, ¥ = 0.
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Si ponga pure

Pir = W, — wyy Pir = @uF ~ @,1.
Per la relazione fra i riferimenti in =, e =,*:

(6) Po1 = Pos =10

dalle quali, per differenziazione esterna, si ha che esistono due
forme quadratiche :

[xI

1 = a0, A4 2d 0,05 + dopwe?

(11

2 == ,0,% + 2e;30,05 + ey05°
tali che (°)

1 98, 1 2%,
P“_P“:Qa_m: Piz =3 0,
1 98, 1 92,

P21 :ﬁa_m; Pii_Poo*Q—J?'

L’ equazione delle direzioni caratteristiche di T, T* &
w02 =0
e 1’ analoga relativa ad U,, U, &
Booy — Eywp = 00, + (2012 — dyy)w oz +
@ + (22 — 2d2)w 095" — dgaw,® =0.

Affinche la corrispondenza sia un’applicabilith, & mnecessario
e sufficiente che le curve caratteristiche di T, T* siano tali per
Uy, U;; cioe dev’ essere

ey =dp=0

Affinche T e T* siano applicabili devono verificarsi insieme alle

(°) Ogni particolarita di U,, relativa all’intorno del 2° ordine della

coppia 4, 4* si presenta pure per U,, in relazione alla coppia B, B*
Infatti, essendo

ik = T + Pik — Tk
si ha, per le (2'), (2%), (6)
Eu “"‘;oo ==pyy— Pooj P21 ==P24; Py2 =P123 P22 — Poo = P22 — Poo-

Cosi, se U, & di 2% specie, lo & pure U,.
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(2’), (2%), (6) le equazioni di PFAFF

8 P1e — Poo = G110y -+ dya02 P12 0N
®) P21 = dyst, Pez — Poo == €13y + €gews (7).
Indicando con o¥, §* i coefficienti relativi a 7%, analoghi ai coef-
ficienti «, § relativi a T, per le (3), (8) si conclude:

Condizione necessaria e sufficiente per U applicabilita di T, T*

& che:

— o, — g — o *
®go = %go'y %21 == %17y  Uop = %o

©)

aye* — ayp
[p1s — oo 1] = =5 [@1w2] ) (°)-

5. Si osservi che alle trasformazioni si estende subito il teo-
rema di CASTELNUOVO-BouMPiANI sull’ applicabilith proiettiva fra
superficie dello spazio ordinario ('°).

Si ha:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una corrispordenza A
fra due trasformazioni puntuals T, T* (di 1* o di 2° specie) sia

{7) I coefficienti dy, e; delle (8) variano, al variare del riferimento
mobile, secondo le:

ey = 2(e40™ — £10) + By4(Eg1 — €00) By =e49% — €44 + €45(eqy — Eg0)
8dyy == 30" — €20 Eego = 2(eg0™ — €20)

dalle quali si deduce che d,; —2e,, & un invariante relativo, ed e,, — 2d,,
un invariante assoluto; come si vedra, il loro annullarsi comporta che
1 applicabilitd sia rispettivamente una applicabilita forte e una applica-
bilitd inversa.

(3) Mentre i coefficienti a3y, ,,, %3 sono invarianti relativi, i rapporti
a—’°‘1, a—sz, ﬁ?* sono invarianti assoluti. Cid si deduce dalle (4) e dalle
%30 %24 %g3
relazioni analoghe per T*.

(°) Converra tener presenti anche le seguenti

(CH) ayp — yo* == 295 By — Bio* = — Beyy; Bos — Bos™ = 2(2dy, — e3)-

Con opportuna scelta dei riferimenti, si pud sempre far si che sia
= 0y9%, By = By (cfr. le (4)). Il sistema (8) diviene allora

8) Pa1 — oo = Ay P12 =0
o —0 0oy — P _:303*—303(”
21 22 00 == T —— Wy
d,; & un invariante relativo, che si annulla se e solo se 1'applicabilita
& forte.
(19 Cfr. E. BompiaNi, Corrispondenza puntuale fra due superficie e
rappresentazione conforme, « Rend. Accad. Lincei», (h), 32,, 876-380 (1923).
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wn’ applicabilita proiettiva & che ogni coppia di B, inflessionali,
corrispondenti in T, si trasformi in una coppia di B, inflessionali,
corrispondents in T*.

Per le trasformazioni di 1* specie, I’ applicabilita s’intende defi-
nita come nel lavoro di M. ViLrLa e L. MURACCHINI citato mella (?).

6. Siano ora S, S* due superficie di 2* specie della V, di SEGRE,
fra le quali sia assegnata un’applicabilith proiettiva forte ().
Dimostriamo che:

Un’ applicabilita proiettiva forte fra S, 8* & I immagine di un’ap-
plicabilita fra T e T*, consisiente in due trasformazioni U,, U, di
2% specie, le cui curve caratteristiche doppie (semplici) coincidono
con le curve caratieristiche doppie (semplici) di T, T* mnei quatiro
piani, e viceversa. (**)

Siano

X, =ax, X,:mg_/‘, X, :iy, X, :yg-j, st:;:, X, :g—/, Xi=2x, Xy=—y
X, = 96*.’;*, Xy = x*g*, X, = i*y*, X, = y*?;*: X5 = ¥, X = :’;*’
X, =a* Xy=y*
le equazioni parametriche delle V, contenenti S, S*.
Siano K,;, K; le omografie caratteristiche relative ad U,, U,

nelle coppie (4, 4%*), (B, B*) (n. 2). Le loro equazioni, come si pud
ricavare dalle (*), sono

x
ak — =)
L o — 2 1
— ) 110 ——éeggy -+
a4 D 2y +d—“—.w3+d-——“e”'c‘*’ +ez—22x *+ [4]
=TT 2T 2 YT
K,) y
% — =
yr=—7 =

1
-—-éd“x —§eggy+ 1

e; dy,? dye €55°
S Y g Ty eyt -yt [4]

=+d—“x+
=Y+ 452y

(t1) Ofr. M. ViLLA, op. cit. in ().
(*?) Nel seguito si utilizzeranno gli sviluppi locali della trasforma-
zione U, fino ai termini di 3° grado :

=@+ Ay e +dgay + = Djaiyl + [4]
” 2 i-j=8
*)
e

YF=y + ey + 3

y? —1—’_+2} 3E,-j wiyl + [4]
J:

o o
con Doy = 1_;3: 2d, —ep), -Ez= Qf (2e,5 = dyy)s
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ed analoghe per K,. Esse hanno per immagine un’omografia K,
nella quale si corrispondono le V,.
Usufruendo delle (5). (*) e analoghe, si scrivono le equazioni di S:

X, = + dyx® + (2dy2 — )2’y + [4]

1 1
X =oxy + (§ dyy + eﬂ) 2y + (é €22 + dﬂ) xy* + [4]

1 1
X, =ay + (é dyy + 642) xty + (é €3 + dyp — 1) xy® + [4]

X, = y® + 2e,0y* + eyt + [4]

(10) %30 ( %o3

X,=x+ éd“m?+(d‘2——1)xy+(D30— F)aaﬂ+...ﬁu(l)‘,i,—&g)yaﬁu[zq
1

Xo=y + ewxy + 5 eny’ + By + ... + (EM oa® ) y® + [4]

1
X, =x+ 3 34 2° + dyoxy + Dygae® + ... + Dyy® + [4]

1
X, =y + ey + 5 €Y + Eyx® + ... + Eyy® + [4].

Analogamente si hanno le equazioni parametriche di KS*:
Xy = + dya® + (e — L)’y + [4]
Xo = xy + dyuxy + eyt + [4]
X, = ay + dyx*y + (e — )xy® + [4]
X, =y* + duxy® + exy® + [4]
X, == +§dum’ +(%e22——-1)xy+(£d“’ — %—")x’ + +(—%\) y3+ [4]

1
Xs=y+5duxy+%ezzy’+0-m3+ +(—pﬁ + = e”)y -+ [4]

1 1 1
X,=x +3 adyx® + 5 2y + 1(11,%3 + o+ 00 9% 4 [4]

1 1 1
X, = Y+ d“my+ ey + 0+ + .. +4e,2y + [4])-

Sia F una curva per A, tangente alla retta caratteristica doppia;
essa ha 1’equazione
(11) y = ax® + ba® + [4].

Siano F ed F* le sue corrispondenti in T. U,; F* la corri-
spondente in I'* di F'*. Fra F ed F (F* ed F*) la T(T*) subordina
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una corrispondenza, la cui immagine & una curva C(C¥% di §(S%),
tangente alla direzione quasi-asintotica doppia. Anzi, ogni curva
C(C¥), #Zimmagine di una tale corrispondenza.

Sostituendo la (11) nelle (10) si hanno le equazioni parametriche
della curva C, e da queste le equazioni in forma esplicita :

Xi=X+[4] Xo=aX?+[4] Xy=aX2+[4] X,=[4]
X, = aX;® + (b + ae; — ady, + E;) X + [4]

X =(a+ %) X7+ 14

Xs = aX? + (b + aex — ad + E3)X.° + [4].

Con procedimento analogo si trovano le equazioni di KC*:
P Xy =X+ [4] XH=aXi+[4] Xy=aXi~+[4 X,=[4]

X, = aX, + (b 1 ad“) X3+ [4]
X, =X+ (%"+ a)X_.,3+ [4]
X, = aX, + (b - %ad“) X3+ [4]

Condizione necessaria e sufficiente affinché le due curve ab-
biano in P contatto geometrico del 3° ordine & che sia

1 a
12 afa—gdu)+ Bu=(s + 5%) ews — du)=o0.

Se cid deve avvenire per ogni curva tangente alla quasi-asin-
totica doppia — basta supporre che cid accada a due curve aventi
E; diversi — sara

26‘2 -_ d1£ = 0.
Allora Y equazione (7) delle direzioni caratteristiche di U;, U,

si riduce a
0,0, =0

e quindi coincide con l’analoga equazione di T, T*; le trasfor-
mazioni U, U, sono quindi di 2* specie, e le loro curve caratte-
ristiche doppie (semplici) coincidono con le caratteristiche doppie
(semplici) di T, T*.

Viceversa, se cid accade, vale la (12), e quindi le curve C, KC*
hanno in P contatto geometrico del 3° ordine.

Un’ applicability proiettiva fra I, T* soddisfacente alle con-
dizioni anzidette si dird col ViLra applicabilith proiettiva forte.
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7. Consideriamo, in questo numero, solo trasformazioni puntuali
di 2* specie per le quali
oy #: 0.

In quest’ ipotesi, si pud porre
(13) agy = 1, % =B = 0.

I riferimenti sono cosi completamente individuati. Indichiamo
con O, ® le forme Q, ® normalizzate come al n. 3 e in questo
numero; e sia

0y — Wy, == hw, + koug.
Le quantitd «z,, oy, Bz, #, £ sono invarianti assoluti.
La forma differenziale fratta

_ (_Blw, 4 (g — wgg)we¥(wy — wy)

d —
Qo0,

g0 ¢+ 3w Bwg ++ o Pwy - (g, — R+ K)w,053 — Ky

— 20 09%

¢ invariante; ad essa diamo il nome di elemento lineare proiettivo
della trasformazione T.

Dimostriamo che:

Condizione necessaria e sufficiente affinche due trasformazions
di 2° specie T, T* siano proiettivamente applicabili in senso forte ¢
che esse abbiano lo stesso elemento lineare proiettivo ('?).

Dimostriamo che la condizione & necessaria. Infatti, se T, T*
sono applicabill in senso forte, il sistema di Prarr (8) diviene

011 — Pgo = €400 + dyowp P12 = €420

Pau = dys0, P22 — Poo = €120; —+ Lo
Per le (9), (9,) si hanno le condizioni

o — : — oy
%go = %3¢ yy = xgy¥ Ko = %p3

(14)

1
P1e — Poo == (Bae™ — Buz)ony + 5 (e — uz¥)oe

(*3) Si pud dimostrare che se due trasformazioni di 2* specie, del tipo
considerato in questo numero (a, ==0), sono applicabili, lo sono pure in
senso forte. Quindi )’ uguaglianza dell’ elemento lineare proiettivo & neces-
saria, oltre che sufficiente, anche per I’applicability generica di T, T™*.

Considerata la forma

¢ =

1] !

1

si verifica facilmente che I’eguaglianza delle forme @' & condizione neces-
saria (ma non sufficiente) affinch® due trasformazioni di 2* specie siano
applicabili. Anche nel caso escluso (xy; =0) si possono definire alcune
forme differenziali che compiono ’ufficio qui svolto da @.
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Fissiamo il riferimento in =,* (n,*), in modo che sia il corrispon-
dente del riferimento in w,(=,) in un’omogratia tangente ad U (U,),
per la quale valgano le (13) ed anche
(13 %= f,,* =0.

Indicando con h*, k* le quantita relative a T'*# analoghe ad h, k,
per le posizioni (13), (18’), le (14) si possono scrivere

(14) gy == g™ % ¥ =1 %oz = %og™ h = h* k=Fk*.
Gli elementi lineari delle due trasformazioni sono quindi uguali.
11 sistema di Prarr (8) diviene

Pis — Poo =0 prz=10
303* e poa

15
(19) P21 =0 Pz = Poo = 5 Dy
Dimostriamo ora che la condizione & sufficiente. Siano asse~
gnate due trasformazioni 7, T* e fra di esse una corrispondenza y
tale che gli elementi lineari di T, T* relativi a coppie corrispon-
denti in y siano uguali Fissati per 7, T* i riferimenti come nel

n. 3 ed in questo numero, sard, per le coppie corrispondenti in y:
Uz001* 4 3w Py - hw wg? 4 (%g; — b+ K)o0p® — ko,
2w, wy? —
= oy, F o F B #3 00, % 4= BFw ¥ 0¥ - (o0 — BF 4 EF)oo Foo M=t
— 20, %0yt

Da questa uguaglianza scende anzitutto che deve aversi:
(16) w,* = w; 0¥ ==,

ed anche le (14).

Per la scelta dei riferimenti sussistono le (2) e (2%). Differen.
ziando le (16), per le (14) si hanno le (15), e quindi T e T* sono
applicabili in senso forte ().

8. Si dimostra, in modo analogo a quello seguito per 1’ appli-
cabilita forte, che: wun’ applicabilita inversa fra due superficie di
2% specie S, S* della V, di Segre (¥) & I immagine di un’ applica-

(4) Un esempio di trasformazioni applicabili (con ay,—0) & dato da due
qualunque trasformazioni 7, T'* le cui curve caratteristiche sono rette di
due fasei in ciascun piano; infatti 7 e T* si possono cosi rappresentare :

)30{::“ 33{;:% L) @ =2w) " = A(u)
y=ro y=9g0) Ly =o)  !y*=40)
con A(u) funzione arbitraria (punti corrispondenti nell’applicabilita essendo
dati dagli stessi valori di u, v). Se A(u)=wu, I’ applicabilita & forte. Tali
trasformazioni sono quindi applicabili anche in senso forte.
(1%) Cfr. M. ViLLa, op. at. in (4).



APPLICABILITA PROIETTIVA F¥FRA TRASFORMAZIONI PUNTUALI, ECC. 537

bilita fra le trasformaziont T, T* (di cui S, §* sono 1l’immagine),
consistente in due trasformazioni U,, U, di 2° specie, le cui curve
caratteristiche doppie (semplici) coincidono con le curve caratteristiche
semplici (doppie) di T, T#* nei quatiro piani, e viceversa.

Una fale corrispondenza fra le due trasformazioni si dird col
ViLLa applicabilith inversa. Si noti come le applicabilityd fra tra-
sformazioni di 2* specie formino un grappo, del quale le appli-
cabilitd realizzate da trasformazioni U,, U, di 2* specie sono un
sottogruppo. Le corrispondenze di questo sottogruppo sono appunto
o applicabilita forti o applicabilith inverse.

9. Terminiamo indicando le condizioni analitiche per 1’ appli-
cabilith inversa di due trasformazioni. Il sistema di Prarr (&)
diviene

P1e = Poo = Ay + dyz0og P12 == 64202
Pet = Gy P2z — Poo == €120y + 2d 0,

Condizione necessaria e sufficiente affinché due trasformazioni di 2*
specie T, T* siano applicabili in modo inverso & che sia:

o # ey — % — g ®
%30 = %3405 Xgq == gy, o3 = %p3" Bos = By
e inolfre.

1
[P1s = Poo @1] = 5 (2™ — wgfor0] (*°) (V7).

(46) Se si pone g =¥, Bip=3;;* il sistema di Prarr relativo all’ap-
plicabilitd inversa diviene
Pu = Poo = &y, P12 =0
P2y =0 P22 — Poo = 0.
Se @, =0, U, ed U, si riducono ad omografie.
Considerata la forma
o %3003 4 Blogy — Byp) 0, ® wy - (St — Bos) w09 + ctgp 093
- 2w, 0,
(analoga a quella comsiderata in M. ViLra - L. MURACCHINI, op. cit. in (3),

n. 8), si ha che I’uguaglianza delle forme ®” & condizione necessaria, ma
non sufficiente, per 1’ applicabilitd inversa di due trasformazioni puntuali

P

di 2* specie.

(17) Da queste condizioni si deduce che condizione necessaria (ma non
sufficiente) affinché due trasformazioni di 2* specie siano applicabili in
modo inverso é che esse appartengano allo stesso tipo ed allo stesso sotto-
tipo della classificazione adottata nel lavoro: F. SPERANZA, Classificazione
delle trasformazioni puntuali di 2% specie fra piani, < Boll. Un. Mat. Ital.»,
questo vol., pagg. 210-216. In particolare si ha che una trasformazione
quadratica di 2? specie pud essere applicata in modo inverso solo su un’altra
trasformazione quadratrica di 2® specie.



