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Àpplicabilità proiettiva fra trasformazioni puntuaii
di 2a specie.

Nota di FRANCESCO SPERANZA (a Bologna)

Sunto. - Corne al n. 1.

1. Il VILLA ha introdotto, in una Nota che appare in questo
stesso fascicolo, la nozione di applicabilità proiettiva per le super-
ficie di 2a specie poste sulla V4 di SEGRE ; in particolare ha con-
siderato quelle applicabilità proiettive da lui chiamate forti e
inverse (1).

Nel presente lavoro vengono espressi tali concetti introdotti
dal VILLA per le trasformazioni puntuaii di 2a specie fra piani,
direttaraente senza ricorrere aile superficie (di 2a specie) loro im-
magini sulla V4 di SEGRE. Si danno inoltre le condizioni analitiche
per r applicabilità proiettiva nei vari casi.

2. Siano S, S* due superficie di 2a specie délia V4 di SEGRE
(cioè S, S* siano le immagini di due trasformazioni T, T* di 2a

specie rispettivamente fra i piani 7 ,̂7*3 e i piani 7̂ *, TT2*) e sia
assegnata fra di esse un' applicabilità proiettiva. Dimostriamo che :

Un' applicabilità proiettiva fra due superficie S, S* è V imma-
gine di una corrispondenza A fra T e T*, consistente in una tra-
sformaBione U, fra -KX e 7^* ed in una trasformazione TJ% fra iz% e
7u2*, nelle quali: 1) le curve caratteristiche doppie (semplici) di T corri-
spondono alle curve caratteristiche doppie (semplici) di T*; 2) le
curve caratteristiche di T, T* nei quattro piani sono caratteristiche
per TJX) JJZ; e viceversa.

Infatti, un' applicabilità proiettiva fra S, S* è una corrispon-
denza quasi-asintotica, e quindi A muta le curve caratteristiche
doppie (semplici) di T nelle caratteristiche doppie (semplici) di T*.
Siano inoltre (A, -B), (A*, ]?*) due generiche coppie di punti corri-
spondentisi rispettivamente in T, T* (e tali che A e A* si corri-
spondano in Ulf B e B* in 17,). Tali coppie hanno per immagine
sulla varietà di SEGRE due punti: P (di S) e P* (di S*). Nella
coppia P, P* esiste un' omografia K per la quale le due direzioni
quasi-asintotiche di S, /S* sono caratteristiche; allora, in ciascuna
délie coppie (A, A% (B, J3*) vi è un' omografia — fra 7cx e u,*,
7c2 e 7T2* rispettivamente — tangente ad D ,̂ o ad Z72, per la quale

(*) M. YILLA, Applicabilità proiettiva fra superficie di 2* specie délia
V4 di Segre. « questo Bollettino », p. 493.
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le direzioni caratteristiche di T, T* sono caratteristiche (*). Le
direzioni caratteristiche di T} T* sono quindi tali anche per ü\,
ZJg, e, per quanto dimostrato più sopra, anche le curve caratte-
ristiche di T, T* sono tali per U^ TJ%.

Viceversa, se è soddisfatta la condizione 1) la corrispondenza f ra
S, £* è quasi-asintotica. Inoltre, in relazione ad una generica
coppia A, A* (B, B*) di punti corrispondenti in UJJJ^ esiste
un' omografia caratteristica K£K^ per la quale le direzioni carat-
teristiche uscenti da A, A* (B, B*) sono principali. Le omografie
K19 K% hanno per immagine un'omografia K (3), per la quale le
direzioni quasi-asintotiche di S, S* uscenti da P, P* sono princi-
pali, e quindi caratteristiche (4) (5).

Una corrispondenza fra le trasformazioni T, T* soddisfacente
aile condizioni 1), 2), si dira col VILIÏJA applicabilité proiettiva.

3. Cerchiamo ora la condizione analitica per 1' applicabilità di
due trasformazioni puntuali di 2a specie. Per individuare una
trasformazione puntuale T fra due piani TZX9 H% occorre assegnare
Ie coordinate di due punti corrispondenti A> B in funzione di
due parametri u, v. Siano (Ao, Al9 A2), (Bo, B1, B2) Ie terne di
punti fondamentali dei riferimenti mobili in TT1 , 7r8 rispettiva-
mente; si ha

dAx = S, viXAh dB =: Hk G>lhBKo o

essendo a)tfe» tôlk forme di PFAFF nei differenziali dei parametri
dai quali dipendono i riferimenti.

Posto

(2) Cfr. M. V I L L A • L . M U R A C C H I N I , Sulle corrispondenze fra superficie

délia varietà d% Segre, «Kevista de la Union Matemâtioa Argentina j
de la Asociaeión Flsica Argentina», vol. X Y I I in onore di B E P P O IJEVI,
p. 329 (1955).

(3) Cfr. M. VILLA • L. MURACCHINI, L1 applicabilità proiettiva di due

trasformazioni puntuali, « Boll. Un. Mat. ItaL » (3), 10, 313-327 (1955),
nota (9).

(4) Per queste nozioni si veda : M. VILLA - 1/. MURACCHINI, op. cit. in

(3), n. 2.
(5J La definizione di applicabilità proietti\ra di due trasformazioni

puntuali che si trova in L. MURACCHINI, Sulla defortnazione proiettiva
délie trasformazioni puntuali, * Boll. Un. Mat. ItaL», (3), 7, 29-38 (1952),
conduoe, per Ie trasformazioni di 2a specie, all' applicabilità qui conside-
rata. !N"el lavoro cit. si suppone perö sempre che Ie trasformazioni siano
di l a specie.



5 2 8 FRANCESCO SPERANZA

per i differenziali esterai délie forme i»tk, x,k valgono Ie:
2

2
ïdx J — S \h x J -+- h w >1 -f- \<*> & fcll.

o

Se si impone che Ao == A^ Bo^ B, e che Ie terne (A, Ax, A2),
(B, Bl} Bt) si corrispondano in un'omografia Ko tangente a T,
si ha

(1) T„ = T M =O.

Posto allora woi(:= ö)0]) = (Oj, toog(= ö)02) = ü)2, differenziando este-
riormente Ie (1) si ha che

__un, _ i an2

essendo Qj, fig due forme quadratiche in o^ , w2.
Con opportuna scelta dei riferimenti (in particolare, s? impone

che le rette AAti BBX — cioè le rette w 2 = 0 — siano le rette
caratteristiche doppie uscenti da A^ B, e che AA2, BB% — cioè
le rette OJ1==0 — siano le rette caratteristiche semplici; inoltre
che 1' omografia Ko sia caratteristica) le (2) si possono cosï norma-
lizzare

T l l — T00 = — W2 T!î = 0

(2')
Ttl =Z — OJ, T„ ™ Too = 0.

Per differenziazione esterna si ha che, dette 015 ©g due forme
cubiche :

valgono le:

| o l T Q —I— tO ̂  CO " —
V / 20 00 22 fi
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Indichiamo con S un simbolo di differenziazione rispetto al quale
hu = Su = 0. Posto eth = wlft(S), si ha

{ 8a8O = 2a30(sn — e00) Soĉ  = oc21(en — E00) Sot12 = — 2EJ0

8«os = ao3(
£oo ~ £n) SPit = M £ n - £oo) "+" 2eio SPo3 = 0

oc3o, a21, a03 sono quindi invarianti relativi; si hanno tre inva
oc* *

rianti assoluti nelP intorno del 3° ordine, ad es. ~^- , ocnao8> p03.
a30

Si dimo&tra che condizione necessaria e sufficiente affinchè le
curve caratteristiche doppie (semplici) siano rette è che sia

G-li sviluppi in serie délie equazioni di T, nelF intorno di A, B,
ayendo assunto il sistema di riferimento corne più sopra indicato,
risultano (x, y coordinate in TTX , x, y in K2):

1
c = x — xy — « [a30a;3 -H 3*21#

T2/ H- 3(a12 — \)xy% -H aoĝ /3] -i- [4]

1
y = y — « (3pn#t/2 -t- po3t/

3) -+- [4 ] .

4. Sia ora assegnata, accanto alla T, una trasformazione pun-
tuale T*, pure di 2a specie, fra i piani 7̂ * e u2*. Supponiamo che T
e T* siano applicabili, e siano Ux ed Ui= T • Z7t • T* le trasfor-
mazioni, rispettiyamente fra -K} e Ttj*, 7T2 e 7r2*, che realizzano
1' applicabilità.

Fissiamo in TTJ*, ita* due sistemi di riferimento mobili in rela-
zione a T*, analogamente a quanto s'è fatto in TZ1 , 7r2 in relazione
a T. D' altra parte, essendo le due trasformazioni riferite in una
corrispondenza che muta le direzioni caratteristiche di T in quelle
di T*, si puö far si che i punti A% Ax*, A^ siano i corrispondenti
dei punti A, A1? A2 in un' omografia tangente ad JJ1 nella coppia
A, A*. Allora anche B*, Bj*, JB2* sono i corrispondenti di B, Bt,
B% in un'omografia tangente ad U2 in B, B*. Ciö posto, per T* si
hanno le relazioni

dA* = S , u>xk*Ak dB* = S , <btk*Bk*
o o

e, posto
Ttfc* = &lk* — (Û lk*

si ha
(1 ) T01 Z= T02 = 0

(2*) ri~T°°*=ir* x"*-T *îo
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Si ponga pure

Pi* = Wi** — <ùih f>ik — <btk* - Ô) , A .

Per la relazione fra i riferimenti in 7̂  e •*£* :

(6) Poi = Poî = 0

dalle quali, per differenziazione esterna, si ha che esistono due
forme quadratiche :

S2 =

ta l i ohe (6)
i 0E4 i as2

P u - P o e - 2 ^ ; Pi2 = 2 â S ;

i aSj i 9S2

Xi' equazione délie direzioni caratteristiche di T. T* è

e 1' analoga relativa ad Ui, Z72 è

H2ojt — Eicog ^ e u o j i 3 -f- (2e1 2 — d ü ) w i i w 2 •+-
(7)

+ (^ 2 ^ ) * d * = 0 .

Affinchè la corrispondenza sia un'applicabilità, è necessario
e sufficiente che le curve caratteristiche di T, T* siano tali per
Ui} U%; cioè dev' essere

eu = d22 = 0

Affinchè T e T* siano applicabili devono verificarsi insieme aile

(6) Ogni partioolarità di Z74, relativa all'intorno del '2° ordine délia
coppia A, A*, si présenta pure per U2, in relazione alla coppia B, B*
Infatti, essendo

Pik = TÏ&* •+• P« — x «

si ha, per le (2'), (2*), (6)

Pli—P0O = Pii —POOÎ P2i = P2i; Pi2 = Pi2*J P22 — P09 — P22 —POO'

Cosij se Ui è di 2a specie, lo è pure Ü72.
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(2'), (2*), (6) le equazioni di

Pli Poo =

pâi —

Indicando con a*, p* i coefficient! relativi a T*, analoghi ai coef-
ficienti a, p relativi a T, per le (3), (8) si conclude :

Condizione necessaria e sufficiente per V applicabilité di T, T*
è che,:

(9)

a03 = «08*

r

[pu —

5. Si osservi clie aile trasformazioni si estende subito il teo-
rema di CASTELNTTOVO-BOMPJANI sull 'applicabilità proiettiva fra
superficie dello spazio ordinario (l0).

Si h a :
Condizione necessaria e sufficiente affinchè una corrispondenza A

fra due trasformazioni puntuali T, T* (di la o di 2a specie) sia

y1) I coefficient! dik, eik délie (8) variano, al variare del riferipaento
mobile, secondo le :

ldiL = 2(e10* — sl0) -h d41(s14 — e00) Se12 = s10* — si0 -+- e12(eu — s00)

àdi2 = s20* — s20 ee22 = 2(E20* — eâ0)

dalle quali si deduce che di{ — 2e12 è un invariante rejativo, ed e22 — 2di2

un invariante assoluto; corne si vedrà, il loro annullarsi comporta che
l'applicabilità sia rispettivamente una applicabilité, forte e una applica-
bilità inversa.

(s) Montre i coefficient! a30? a21, a03 sono invarianti relativi, i rapporti

—^, —^ * —* sono invarianti assoluti. Ciö si deduce dalle (4) e dalle
30 a21 a03

reîazioni analoghe per T*.
(9) Converrà tener presenti anche le seguenti

Con opportuna scelta dei riferimenti, si puö sempre far si che sia
«12 = at2*j Pia=Pi2* (cfr. le (4)). Il sistema (8) diviene allora

(8') pu - p00 = d^c»! ?12 = 0

P21 = 0 pn -pM = P»*-p"a>t

d u è un invariante relativo, che si annulla se e solo se l'applicabilità
è forte.

(i0) Cfr. E, BOMPIANI, Corrispondensa puntuaïe fra due superficie e
rappresentasione conforme, «Rend. Accad. Lincei», (5), 322, 376-380 (1923).
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un' applicabilité proiettiva è che ogni coppia di E2 inflessionali,
corrispondenti in T, si trasformi in una coppia di E2 inflessionali,
corrispondenti in T*.

Per Ie trasformazioni di la specie, V applicabilité s'intende defi-
nita come nel lavoro di M. YILLIA. e L. MURACCHIKI citato'nella (3).

6. Siano ora S, S* due superficie di 2a specie della V4 di SEGRE,
fra Ie quali sia assegnata un' applicabilité proiettiva forte (n).
Dimostriamo che :

Uny applicabilité proiettiva forte fra S, S* è Vimmagine di uriap-
plicabilità fra T e T*, consistente in due trasformazioni TJ ,̂ TJ2 di
2a specie, Ie cui curve caratteristiche doppie (semplici) coinddowo
con Ie curve caratteristiche doppie (semplici) di T, T* nei quattro
piani, e viceversa. (Il)

Siano

Xt = aj*x*, Z2 = a%*, Z3 = x*2/*, X4 = #*#*, Z5 = ai*, X6 = 2/*,

le equazioni parametriche délie V4 contenenti S, S*.
Siano Kt, K% le omografie caratteristiche relative ad Z7i, U2

nelle coppie {A, A*), (B, B*) (n. 2). Le loro equazioni, come si puo
ricavare dalle (*J, sono

= X H-

1
"~2

fx^^xy

y* = -r-^

(4i) Cfr. M. VILLA, op. cit. in (*).
(i2) ÜSTel seguito si utilizzeranno gli sviluppi locali della trasforma-

zione JJ^ fino ai termini di 3° grado :

(*)

S
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ed analoghe per K2. Esse hanno per immagine un'omografia K,
nella quale si corrispondono le V4.

Usufruendo délie (5), (*) e analoghe, si scrivono le equazioni di S:

XL — x* -t- dLix* -+- {2di2 — l)x*y + [4]

X2 = xy -h L dlt -+- ei2) x%y -+- U e22 -h di2) xy1 -+ [4]

_ / l \ 2 / l
\2 / \2

X4 = y2 -h 2ei2xy*
(10)

1 / S \
= t/ -h ei2xy -+- g e22^ -*- E3Ox3 -h ... -t- (^03 — ̂  j i/3 -K [4]

Analogamente si hanno le equazioni parametriche di KS* :

+- (e22 - l)x'y t-[4]

X2 = xy •

X3=xy-

X4 = y^

X6 = # +

! , = *-*

x» = y •+•

•4-d,.

h du

1

1

1

ifl55t/ H - e 2 2 ^ *

iX'y + (e22 -

^ 2 / * •+• 6 2 2?/ 3 -f

/ l ^

i ,

. i
H»* -+- 2 eMXy

i
ixy + 2e*2y

+ [4]

[4]

-t-0-a;3

+ ï^iis

•+• O . »

[4]

H- .. .

;X3 -«- -

8 + ...

/ Po3*
\ ^

.. -»- 0 'y3 -

1

^ [ 4 ]

+ [*]•

* -t- [4]

Sia F una curya per A, tangente alla retta caratteristica doppia;
essa ha Pequazione

(11) y = ax* + 6x3 -h- [4].

Siano F ed F* le sue corrispondenti in T, {7A ; F* la corri-
spondente in T* di F*. Fra F ed F {F* ed J7*) la T{T*) subordina
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una corrispondenza, la cui immagine è una curva G(C*) di S(S%
tangente alla direzione quasi-asintotica doppia. Anzi, ogni curva
C(C#); è^immagine di una tale corrispondenza.

Sostituendo la (11) nelle (10) si hanno Ie equazioni parametriche
della curva G, e da queste Ie equazioni in forma esplicita :

XL = X5* -+- [4] X2 = aX5
3 -+- [4] Xz = aZ5

3 -f- [4] X4 = [4]

X6 — aX5
2 H- (6 -f- ael2 - adu -+- E30)X5

3 -h [4]

aei2 - adi{ + ^3 0)^5
3 -»- [4].

Con procedimento analogo si trovano Ie equazioni di KC*:

Xt = X5* + [4] X2 = aZ5
3 -H [4] Z3 = aX5

3 -+- [4] X4 = [4]

5
3 + [4]

I

b - \ ad14) Z5
3 + [4].

Condizione necessaria e sufficiente affinchè le due curve ab-
biano in P contatto geometrico del 3° ordine è che sia

(12) a (eti - \ du ) + Su B ( | -H ^ ) (2ew - du) = 0.

Se ciö deve avvenire per ogni curva tangente alla quasi-asin-
totica doppia — basta supporre che ciö accada a due curve aventi
E% diversi — sarà

2el2 — du=:0.

Allora Fequazione (7) delle direzioni caratteristiche di Z71} ü%
si riduce a

OijWj2 = 0

e quindi coincide con l'analoga equazione di T, T# ; Ie trasfor-
mazioni Z7A, U% sono quindi di 2a specie, e Ie loro curve caratte-
risticjie doppie (semplici) coincidono con Ie caratteristiche doppie
(semplici) di T, T*.

Yiceversa, se ciö accade, vale la (12), e quindi Ie curve C, KC*
hanno in P contatto geometrico del 3° ordine.

Un' applicabilità proiettiva fra T, T* soddisfacente alle con-
dizioni anzidette si dira col YILIJA applicabilità proiettiva forte.
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7. Consideriamo, in questo numero, solo trasformazioni puntuali
di 2a specie per le quali

In quest' ipotesi, si puö porre

(13) «2i = l, a i2=:p13 = 0.

I riferimenti sono cosï completamente iudividuati. Indichiamo
con £1, © le forme Cl, O normalizzate corne al n. 3 e in questo
numero; e sia

Le quantità oc3o, a03, pu3î h, k sono invarianti assoluti.
La forma differenziale fratta

è invariante; ad essa diamo il nome di elemento Uneare proiettivo
délia trasformazione T.

Dimostriamo che:
Condi&ione necessaria e sufficiente affinchè due trasformazioni

di 2a specie T; T* siano proiettivamente applicabili in senso forte è
che esse abbiano lo stesso elemento Uneare proiettivo (13).

Dimostriamo che la condizione è necessaria. Infatti, se T, T*
sono applicabili in senso forte, il sistema di PFAFF (8) diviene

Pli PoO ~

P2i = $12wi p22

Per le (9), (9i) si hanno le condizioni

Pii — POO = (Pi2* — Pl2)wi H- g (a 4 2 ~ ai2*)W2

(13) Si puö dimostrare che se due trasformazioni di 2a specie, del tipo
considerato in questo numero (a21 =(= 0), sono applicabili, lo sono pure in
senso forte. Quindi 1' uguaglianza dell' elemento iineare proiettivo è neces-
saria, oltre che sufficiente, anche per l'applicabilità generica di T, T*\

Considerata la forma

a,
si verifica facilmente che l'eguaglianza délie forme <ï>' è condizione neces-
saria (ma non sufficiente) affinchè due trasformazioni di 2a specie siano
applicabili. Anche nel caso escluso (a2i = 0) si possono definire alcune
forme differenziali che compiono l'ufficio qui svolto da *.



536 ïKANCESCO SPERANZA

Fissiamo il riferimento in 7c4* (ÏCJ*), in modo che sia il corrispon-
dente del riferimento in IT1(TC2) in un'omografia tangente ad U^U^
per la quale valgano Ie (13) ed anche
(13') aJt* = plt* = O.

Indicando con h*, fc* le quantità relative a T*, analoghe ad \ k,
per Ie posizioni (13), (13'), Ie (14) si possono scrirere

(14') a30 = a30* atl* = l a„ = o,,- h = h* k = k*.

G-li elementi lineari délie due trasformazioni sono quindi uguali.
Il sistema di PFAFF (8) diviene

Pii ~ Poo = 0 Pi2 — 0

P2i = 0 P22 — Poo — ~^~2 W* '

Dimostriamo ora che la condizione è sufficiente. Siano ass^*
gnate due trasformazioni T, T* e fra di esse una corrispondenza y
taie che gli elementi lineari di T, T* relativi a coppie corrispon-
denti in y siano uguali Fissati per T, T* i riferimenti come nel
n. 3 ed in questo numero, sarà, per Ie coppie corrispondenti in y:
a3ftwi4 •+• 3tó4

8w2 - H 7^Wi*w2
2 - i- (a03 — h-

Da questa uguagliânza scende anzitatto che deve arersi:

( 1 6 ) WA* Z3Z tO4 (Og* = (0 2

ed anche Ie (14').
Per la scelta dei riferimenti sussistono Ie (2') e (2*). Differen-

ziando Ie (16), per Ie (14') si hanno Ie (15), e quindi T e T* sono
applicabili in senso forte (u).

8. Si dimostra, in modo analogo a quello seguito per V appli-
cabilità forte, che: un'applicabilité inversa fra due superficie di
2a specie S, S* délia Y4 di Segre (15) è V immagine di un' applica-

(u) Un esempio di trasformazioni applicabili (con a21—0) è dato da due
qualunque trasformazioni T, T*, le cui curre carntteristiche sono rette di
due fasci in ciascun piano; infatti Te T* si possono cosî z^appresentare :

con X(u) funzione arbitraria (punti corrispondenti nell'applicabilità essendo
dati dagli stessi valori di u, v). Se \(u)==u, Y applicabilità è forte. Tali
trasformazioni sono quindi applicabili anche in senso forte.

(15) Cfr. M. VILLA, op. cit. in (i).
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hilità fra le trasformazioni T, T* (di cui S, S* sono l'imniagine),
consistente in due trasformazioni JJl, U2 di 2a specie, le cui curve
caratteristiche doppie (semplici) coincidono con le curve caratteristiche
semplici (doppie) di T, T# nei quattro piani, e viceversa.

Una taie corrispondenza fra le due trasformazioni si dira col
YILLA applicabilità inversa. Si noti corne le applicabilità fra tra-
sformazioni di 2a specie formino un gruppo, del quale le appli-
cabilità realizzate da trasformazioni UA, U2 di 2a specie sono un
sottogruppo. Le corrispondenze di questo sottogruppo sono appunto
o applicabilità forti o applicabilità inverse.

9. Terminiamo indicando le condizioni analitiche per Y appli-
cabilità inversa di due trasformazioni. Il sistema di PFAFF (8)
diviene

Pu — Poo = ^ i i w i -

Condizione necessaria e sufflciente affinchè due trasformazioni di 2a

specie T, T# siano applicabili in modo inverso è che sia :

e inoltre-

[PU - P«o «d = £(««• -

(i6) Se si pone a,2==a12*, p12 = ?12* il sistema di PFAFF relativo ail'ap-
plicabilità inversa diviene

Pu — Poo = duo>4 p 1 2 = 0

p21 = 0 p 3 2 — p 0 0 = 0.

Se d{i = 0, UL ed ?72 si riducono ad omografie.
Cousiderata la forma

(analoga a quella coHsiderata in M. VILLA - L. MUHACCHINIJ op. cit. in (3),
n. 8), si ha che l'uguaglianza délie forme <£>" è condizione necessaria, ma
non sufficiente, per 1' applicabilità inversa di due trasformazioni puntuali
di 2a specie.

<17) Da queste condizioni si deduce che condizione necessaria (ma non
sufficiente) affinchè due trasformazioni di 2a specie siano applicabili in
modo inverso è che esse appartengano allo stesso tipo ed allo stesso sotto-
tipo délia classificazione adottata nel lavoro : F. SPERANZA, Classificazione
délie trasformazioni puntuali di 2a specie frapiani, « Boll. Un. Mat. liai.»,
questo vol., pagg. 210-216. In particolare si ha che una trasformazione
quadratica di 2a specie puö essere applicata in modo inverso solo su un'altra
trasformazione quadratrica di 2a specie.


