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Un teorema di unicita
per le equazioni di Maxwell-Minkowski.

Nota di ANNA Marisa MANARINI (a Bologna)
Sunto. - Come al n. 1.

1. Consideriamo un corpo omogeneo ed isotropo, il quale rispetto
ad un sistema inerziale di riferimento S(x, y, 2, f) sia dotato di
moto traslatorio uniforme con velocita v nella direzione positiva
dell’asse x. Sia ¢ la costante dielettrica, p la permeabilita magne-
tica e y la conducibilith elettrica del corpo, che supporremo costanti;
supporremo inoltre il corpo privo di cariche rispetto ad un osser-
vatore solidale con esso (*).

I fenomeni elettromagnetici rispetto al fissato riferimento (S)
sono regolati dalle equazioni di MAXWEUL- MINKOWSKI, le quali,
usando la metrologia gaussiana razionalizzata ed il comune sim-
bolismo, sono:

(po 10
b A= o
1)
1aD 1
rot H—=- — + - dJ
\ c ot c
' 1
) D+Ev/\H:s<E+~v/\B)
(2) .
( B—g'l)/\E:g(H———’U/\D)
R S 1 1 v
3) J_Pv_—vtl(g—t(E+cv/\B—chE'c)
P

con p:E

L’ ultima equazione si semplifica tenendo conto dell’ ipotesi che
il corpo sia privo di cariche per un osservatore solidale con esso.
In questo caso infatti per 1’osservatore (S), rispetto al quale il
corpo si muove, la densith di carica non & nulla, ma, come si ricava
con semplici considerazioni dopo aver applicato la trasformazione
speciale di LORENTZ al tetravettore densitdh di corrente-carica, la

(!) Questa ipotesi & poco restrittiva, in quanto che, come & noto, in un
conduttore la densitd di carica decresce esponenzialmente col tempo.
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densith di carica pud essere scritta nel modo seguente (?):

Y 1

e pertanto |’equazione (3) diviene:

(4) J=V1—YT—S<E+%’¢; /\B).

Ci proponiamo in questa nota di dimostrare un teorema di uni-
citd per le equazioni di MaAXWELL-MINKOWSKI, analogo a quello
ordinario per le equazioni di MAXWELL valido per i corpi in quiete.

Supposto v < ¢fn (con n® = =u), ipotesi lecita praticamente in tutti
i casi, dimostreremo che le equazioni di MAXWELL-MINKOWSKI
ammettono in un qualsiasi dominio di volume V racchiuso dalla
superficie £ una sola soluzione, qualora siano assegnati i valori
di E ed H per { =0 in ltutti i punti del dominio ed inoltre sia
nota in ogni istante la componente tangenziale di E oppure di H
sulla superficie X.

E da notare che questo teorema non pud dedursi da quello
ordinario valido per i corpi in quiete mediante una semplice appli-
cazione della trasformazione speciale di LORENTZ, in quanto, a
causa della trasformazione stessa, le condizioni iniziali ed al con-
torno verrebbero profondamente modificate.

2. Scriviamo innanzi tutto, giacche ci saranno utili in seguito,
le espressioni delle componenti cartesiane di B e D, che si
ottengono dalle (2) nell’ipotesi che sia 1 — #?f*=3=0. Ponendo per
semplicita

1—p 1—p n — 1

(5) E*:l—_—n;’i{zsa e ﬁ*:mﬁ,

esse sono (%):

(6) D, =<E,, Dy = E'*E‘y —B8H,, D,=«E, + B*Hy 3

(7) B,=ypH,, By - ‘L*H’U + §*E,, B,=p*H, — ﬁ*Ey .
(%) Cfr. R. BECKER, Teoria della eletiricita, Vol. IT, § 60, ed. Sansoni 950.
(3) Cfr. T. ZruLr1i, Sui fenomeni elettromagnetici nei corpi omogenei elet-

tricamente conduttori in moto traslatorio uniforme, Rend. Sem. Mat. Univ.
di Torino, Vol. XIV, 1954.55, p. 141.
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Per dimostrare il teorema enunciato procediamo per assurdo,
ossia supponiamo che E,, H, e E,, H, siano due soluzioni delle
equazioni di MINKOWSKI, entrambe soddisfacenti alle condizioni
iniziali ed al contormo imposte. A E,, H, corrisponderanno i
vettori D,, B,, J, ed a E,, H, i vettori D,, B,, J,, tali da soddi-
sfare le equazioni (1), (2) e (4).

Poniamo:

(8) E=E,—E, H=H,— H,, B=2B,—B,.
D=D —D,, J=dJ, —dJ,.

Affinche siano soddisfatte le condizioni iniziali, E ed H do-
vranno essere nulli in ogni punfo del dominio all’istante { =0,
e affinché siano soddisfatte le condizioni al contorno dovra essere
nulla in ogni punto della superficie £ la componente tangenziale
di E oppure quella di H. Inoltre, per la linearith delle equazioni
di MaxweLr-MiNKOowsKI, anche E, H, D, B, J, definiti dalle (8),
soddisferanno alle equazioni (1), (2), (4), (6), (7).

Moltiplicando scalarmente la prima equazione delle (1) per H
e la seconda per E e sottraendo membro a membro, si ha, appli-
cando un noto teorema di calcolo vettoriale:

1/eB D 1

Poniamo :

1
w= 5 {EXD+ HX B).
Dalle (6) e (7) si ricava:
1
(10) w=7z (eB,? + pH,? + *E, —
— 28*E H, + u*H? + *E* + 28*E H, + u*H?).

Si verifica facilmente che &:

B g D w
o Ut =y
per cui la (9) diviene:
0
cdiv{E/\H’):—-a—z:—-JxE.

Integrando su tutfo il volume V ed applicando al primo mem-
bro il teorema della divergenza, questo & nullo per le condizioni
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al contorno imposte e quindi si ha:

(11) 3 pav = [—axmav.

al
v v

3. Dimostriamo innanzi tutto che, sotto la condizione v < ¢/n,
w non pud mai essere negativa. Infatti possiamo scrivere la (10)
nel modo seguente:

{12) w= 5 (F2+ vH, >+ F+ (@),

NP =

dove si & posto:

F=¢H*— 28 H, + p*H}?
(13) o B v v Yy e

HH+ 20%E H, + p*H,?.
Affinché le espressioni F e @ siano due forme quadratiche
definite positive, devono valere contemporaneamente le due disu-
guaglianze :

(14) >0 , ek —pfR>0.

Sostituendo a ¥ u* 8% le loro espressioni date dalle (5), si verifica
immediatamente che la prima disuguaglianza & soddisfatta non
appena & 1 —nB > 0, ossia appunto v < ¢/n; per la seconda disu-
guaglianza deve essere:

(L= gyn (=1
(= wp) = (L= P

da cui, estraendo da ambo i membri la radice quadrata, si ottiene
dopo alcuni passaggi:

m+B)(L—nP)>0.

Quindi sotto la condizione v << ¢/n, F e @ sono certamente due forme
quadratiche definite positive. Ne consegue che w, essendo somma
di forme quadratiche definite positive, non pud essere mai negativa
« pud essere nulla solo per E=0 e H=0.

Dalla (4), ricordando le relazioni (6), si ha poi:

— IX E= VI_Y——:_F (— E?—BB*E,* — BR*E,? + Bu*E, H, — Bu*E,H,).

Aggiungendo al secondo membro la quantith positiva

Y

Vi—p

(B* + BB*E,* + BB¥E.?)

29
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si ottiene la disuguaglianza :

— (Esz - EzH;l/)

che, moltiplicando e dividendo il secondo membro per una costante
arbitraria 2r, possiamo scrivere:

*
(15) —Jng—J&:ﬂw&E—wﬂmy
2r V1 — g
Osserviamo che se si pone r— Vefu* — §* dalle (14) risulta

immediatamente che » & positiva, e inoltre si verifica facilmente
che &:

WEH,<F , —2EH,<Q.

Infatti sostituendo a F e ¢ le loro espressioni date dalle (13). dalle
due disuguaglianze sopra scritte si ricavano rispettivamente le
seguenti disuguaglianze. certamente verificate :

(V*E, — VW H)=0 , (V&*E + Vp*H)=0.
Pertanto, ricordando la (12), dalla (15) si ottiene:

—JxX E< Rw,
con R costante positiva, la cui espressione &:

YBu*
Xl

R= 1%
rV1—8

‘Dalla (11) allora si ricava:

d .
b7 [degR / wdV,
Vv v

da cui, integrando rispetto al tempo e ricordando le condizioni
iniziali, si ha infine:

¢
[degR[dt[de.
14 [

Questa disuguaglianza & soddisfatta solo se w & identicamente
uguale a zero (‘). Poiche, come gihd abbiamo detto, cid si verifica
solo per E e H contemporaneamente uguali a zero, segue dalle (8)
che le due soluzioni delle equazioni di MiNKOwWSKI, E,, H,, e
E,, H, debbono necessariamente coincidere.

(4) Cfr. D. GraFFI, Sulla teoria della propagasione del calore per con-
vezione naturale, Rend. Acc. Lincei, Vol. XII, 1930, p. 135 (in nota).



