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Il potenziale gravitazionale di una massa di gas perfetto
in equilibrio e in condizioni isotermiche.

Nota di DEMORE QTJILGHINI (a Firenze) (*)

Sunto. - L'equazione differenziale non lineare del secondo ordine : —r^~ ~H
dr2

H—- —z-^ = '— eT(r) con le condizioni al contorno : lira V(r) =
r dr e^o r ^ , 0

 K }

dV(r)
= ^"OÎ 0 < Vo <; aoj lim -^—^ = 0 è caratteristica per il potenziale

gravitazionale di una massa di gas perfetto in condizioni statiche ed
isotermiche^ nelVipotesi che il gas sia contenuto entro una superficie
s f erica 2 di raggio r{ flnito. Si diwtostra il teorema di esistensa e di
unicità per la equa&ione scritta, a partire dalle condizioni al contorno
poste} e se ne costruisce l'intégrale col metodo délie approssimazioni
successive.

La posizione del problema* - In condizioni di eqnilibrio una
massa fluida, sotto l'azione délia propria gravitazione, e di una
pressione costante (eventualmente nulla) su]la superficie che la
limita, assume necessariamente, a causa del teorema di CARLEMAX ('),
una configurazione sferica, con densità e pressione distribuite con
simmetria sferica. In queste condizioni anche il potenziale speci-
fico gravitazionale U(P) è fnnzione délia distanza r del punto
potenziato P dal centro 0 délia sfera.

Indichiamo con p=p(r) la pressione e con p = p(r) la densità
in un punto P del gas a distanza r da 0, o < r < r 1 ? essendo rl

il raggiOj finito, per ipotesi, délia superficie sferica 2 che limita
la massa gassosa.

L'equazione di stato p^kp, che lega, punto per punto, la
pressione e la denaità di un gas perfetto in condizioni isotermiche^
essendo k una costante positiva, permette di scrivere le tre equa-

zioni dell'idrostatica : -— = p— . i = 1. 2. 3 nella forma:

(1) Ï7 - Ï7 0 gf
Po

(*) Istituto Matematico » TJ. Dini », Yia Alfani7 31.
(l) Cfr. L. LICHTERSTEEN: Ç« Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssig-

keiten », (Berlino 1933).
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Tenuto couto di questa e della simmetria sferica e con Ie posizioni :

1'equazione di POISSON; \U(P)=: — i-Kfp(P), essendo f la costante
«li gravitazione. diviene la equazione differenziale non lineare del
"secondo ordine in V(r) :

Nella (1) UQ è il potenziale specifico gravitazionale nel centro
ö della sfera e p0 la densità, finita, nello stesso punto. Allora
Ie condizioni al contorno per la (1)̂  tenuto conto ciie il poten-
ziale gravitazionale è una funzione positiva e finita in tntto lo
spazio e che, nel caso statico in esame, a causa del teorema di
L. LiCHTBjsrSTEiH(~) sul piano di simmetria, il potenziale gravita-
zionale U(P) raggiunge il suo unico massimo nel centro 0 della
«fera, sono :

lim V(r) = lim -^-} = ^ = Va, o < F0<oo, V(r)<Z V,

dV(r) ldü(r)
h m —3— = lim r —T*—' ^ 0.

^-•o dr T^^h dr

Dalla (1), tenuto conto che il potenziale gravitazionale è una
funzione finita 'm tutto lo spa^io, segue l'impossibilité di una
configurazione di equilibrio spontaneo, in assenza cioè di una
distribuzione di pressione sulla superficie 2 che limita le masse ;
infatti, se su 2 fosse p — 0 avremmo anche, su 2, p = 0 e quindi
dalla (1) lim | U — Uo | = V-/—00'

In questa nota, senza affrontare il problema dal punto di vista
;>, supponendo senz' altro che la massa di gas sia limitata da

una superficie sferica 2 di raggio r1 finito, mi limito a studiare
1' equazione (I) a partire dalla (3), riservandomi di tornare in altro
momento sul problema delle condizioni da imporsi sull' equazione
di stato p =jp(p) af finchè sia possibile una configurazione di equi-
librio spontaneo.

(2) Cfr. loc. cit in (1).
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Teorema di esistenza e di unicità e costruzione delFintegrale-

Noti teoremi délia teoria del potenziale gravitazionale assicurano-
l'esistenza e F unicità per l'intégrale dell'equazione (I) con le
condizioni (3). In questo caso particolare (3) si puè dimostrare
direttamente la esistenza e l'unicità col metodo délie approssima-
zioni successive, con questo metodo si ha inoltre il vantaggio di
poter costruire l'intégrale délia (I) a partire dalla (3), e di mag-
giorare l'errore che si commette fermandoci ad un dato ordine^
di approssimazione

Jja (I), tenuto conto délie (3), si puö trasformare nella equaxione-
integrale :

(II) V(r)
r

- Vo - ̂  ƒ fz ƒ
ó ^ ô

Costruiamo ora la successione di funzioni j V„(r) j definite dalle

relazioni :

r £

(4l0 F0(r) = V, ; (4)M Vn{r) = 70 — ̂  ƒ * L'e^-t^dn ; » = 1, 2,... .

Si ha:
r &

TT" /^^ — 'YT' ^^_ _ ._ *»2 • \r (/y\ "17" I
t51 0 o / c

0 Ö

e quindi : VJr) < ys(r) < Yo, analogamente :

(3) L'equazione differenziale (I) fu già considerata dallo astrofisico
nelia sua: « Natur der Kometen», Leipzig 1872, Egli trova per

la (I) l'intégrale particolare V(r) = log ——- , ma non eostruisce l'inté-

grale generale. Per lo stesso argomento cfr\ H. IJEMEE:

a) « Ueber das Gleichgewicht kosmischer Gasmassen », Journal
fur die reine und angewandte Matheraatik. Band 124, (1901) pagg. 143-151.

b) « Uber die Differentialgleichungen welche den Grleichgewichts-
zustand eines gasförmigen HimmelskÖrpers bestimmen dessen Teile gegen-
tinander nach dem NEWTONScfeew Gesetze gravitieren », loc. cit. in a)
Band 142, Heft % (1913) pagg. 118-143.
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per 0 < r ; per induzione si prova :

(5) l ?»(*•) > VM+l(r) > V,k^(o) ; 0 < r, k = 1, 2

Si ha poi :

a l . l f I V <> J. 1 l * I 1

0 0

Poichè tenuto conto délie (6), si ha : 1 — <
< 7gft_j(vj)—Ygfc.-^T)) otteniamo :

J 5*/

e analogameute
r ^

(6*) V«(r) ~ V«+i(r) < V'ƒ f ƒ
o o

Poichè :

per induzione si proya

(7.) Vuir) - V

(78)

(fj è il raggio, finito, délia superficie sferica 2 limitante il gas).
Maggiorando i valori assoluti dei termini della serie:

V(r) = V0(r) + [7,(r) - 7,(r)] + ... -H [Vîk(r) -
] -t- ...

con le (7), ed applicando il criterio del rapporto, segue che la
successione | VJr) | è uniformemente convergente in (0 ; rj ; »
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percid, uniformemente in (0; r^:

lim Vu(r) = V(r) ; Hm e

e dalla (4)„, passando al limite per n—*-oo segae la (II). lnoltre
in (0 ; rx) si ha :

0 <£ Vik(r) - V(r) < Vu(r) - Vit+l(r) ;
0 < V(r) - VUJhl(r) < Vn(r) - Vu+l(r),
0 < F2A(r) - V(r) < yMfr) - V„_,(r) ;
0 < y ( r ) - 7t4_,(r) < F2A(r, - 7 t t_,(r) ;

^ Ie differenze : F2Afr)—V^—^r), V2A(r)— V"u+1(r) souo maggiorate
dalle (7) che dauno perciö una limitazione per l'errore.

L' unicità segue dal fatto che se V(r) è una soluzione della (II)
si ha in (0 : t\) :

- 7fI(r) = ̂  ƒ * ƒ Xƒ
o ö

D' altra parte, essendo Ie Vn(y\) e V(r\) limitate in (0 ; r^, esiste
una costante c1 tale che :

quindi :

l 7 ( r ) _ vn(r) f
d ô

lnoltre si ha :

da quest' ultima e dalla précédente per induzione si ottiene :

-e perciö, uniformemente in (0 ; r2) otteniamo :

lim Vn(r)=V(r),
ft ~- *• OO

ê da questa Funicita.


