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Sul numero dei punti di «na superficie cubica in uno spazio
lineare finito.

Nota di LÜIGI ANTONIO EOSATI (a Firenze)

Smito. - Si détermina il numero dei punti di una vasta classe di super-
ficie cubiche in uno spa&io lineare fimto* e, come applicaBione del metodo-
usatOj si trova, in funsione dei coefficient^ il numero delle soluzioni in
un campo di Galois di ordine dispari di equazioni cubiche ômogenee
in quattro variabili.

1. Sia JS3, q uno spazio lineare finito di diiaensione tre, definito
sopra un campo di GrALOis y di ordine q = ph.

È noto il numero dei punti delle quadriche di SZi q, nientre
per il numero dei punti delle superficie cubiche si hanno risultati
soltanto per casi molto particolari.

Indichiamo con F una superficie cubica irriducibile di S3, q

definita in y e supponiamo p > 2.
Noi determiniamo il numero dei punti della F nei casi seguenti :

a) F non è rigata e contiene aimeno una retta appartenente^
a y;

6) F possiede un punto doppio appartenente a y;

c) F è rigata;

d) F non è rigata e contiene in una estensione propria di y
due rette sghembe determinate da una equazione di secondo grado
a coefficient! in y.

2. Supporremo in questo paragrafo e nel seguente che la F
sia dotata di una retta, r, appartenente a y. Con riferimento ad
un opportuno sistema di coordinate omogenee (x, y, %, t) siano
z zz= 0, t = 0 Ie equazioni di r. L' appartenenza di f ad ƒ porta
di conseguenza che il primo membro dell7 equazione di F diyenga.
identicamente nullo per z = t = 0.

L' equazione di F sarà allora del tipo

zAt{x, y, e) -*- tB^x, y, zy t) = 0,

essendo At(x, y, z) e Bs(x, y, s9 t) polinomi di secondo grado omo*
genei nelle rispettive yariabili. Indicando con 1% = \it V equazione
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di un piano generico per la retta r, 1' ulteriore intersezione di
questo piano con la F è la conica, C, di equazioni

(1) y,At{x, % z) *\- ̂ Bt(x, y, 0, t) = 0, \z = \*i (]).

In particolare At(x, y. z) = 0 è 1' equazione della conica Cœ del
piano t — 0. Se F non è un cono nè una rigata avente per diret-
trice doppia la retta r, si vede facilmente che la determinazioue
delle C degeneri dipende dalla risoluzione di un' equazione in
tx/X di grado non superiore a cinque (esattamente di quinto grado
se la Coo non è dégénère) a coefficienti in y. Dunque, se le C non
sono tutte degeneri. fra di esse ve ne sono al massimo cinque
degeneri. Inoltre, se F non contiene punti singolari in nessuna
estensione di y? questa equazione è priva di radici multiple e
ciascuna délie G degeneri si spezza in due rette distinte (3).

I punti comuni alla C ed alla r, per la (t), sono determinati
dal sistema

V-At\x, y) H- kBîfa y) = 0, z = i — Q,

con

At'{x, y) = At{x< y, 0), Bfa y) = B%(x, yy 0, 0).

Se At\x9 y) ss JB8'(X, y) = 0, ogni conica C contiene r e la F è
allora una rigata che ha la retta r per direttrice doppia. Di
questo caso ci occuperemo nel n. 5.

Se A%(x, y) e Bt
f(x, y) non hanno in y ne sauna radice in comune,

per ogni punto di r passa una ed una sola conica C. In parti-
colare, se Az'(x, y) e Bt'(x, y) hanno in una estensione di y le due
radici in comune, vale a dire se in una estensione di y la F ha
sulla retta r due punti singolari, si ha: B^{x} y) = pAî'(x, y) con
p in y, la conica del piano z -4- pt = 0 contiene la retta r e nessun
altro piano contiene C aventi punti comuni con r.

Se Ai(Xj y) e Bt
r[x, y) hanno in y le due radici in comune,

cioè se sulla retta r esistono due punti singolari della F, ancora
si ha : Bt

f(x, y) = ?At
f(x, y) con p in y ed ancora la conica del

(£) A proposito della discussione fatta si rilevi che la cubiea piana,
costituita da tre rette che contengono tutti e sei i punti di una conica I
di un piano finito sopra un campo di GrALOiS di ordine 5, contiene almeno
15 punti; quindi, oltre T} almeno altri 9 punti e questi non stanno evi-
dentemente tutti sulla stessa retta.

(2) Cfr. B. SEGRB, Le rette delle superficie cubiche nei corpi commutativi,
cBoll. U. M. L», 1949, Serie III, Anno IV, n. 3.
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piano z -+- pt = 0 contiene r mentre tatte le C passano per i due
punti singolari. U esistenza di 2 punti singolari sulla r, in y o
f aori, porta la ridacibilità in y dell' equazione che détermina le
coniche degeneri, equazione che viene ad avere almeno una radiée
in y*

Se At'(x, y) e Bt\x. y) hanno in y una sola radiée in comune
(oc, (ï), cioè se sulla r si ha un punto singolare délia F. per questo
passano tutte le C mentre per ogni altro punto di r passa una
ed una sola C.

Osserviamo ora che se sulla r non si trovano punti singolari
délia f in y e se nessuna délie C è dégénère, il numero N} dei
punti délia F è q2 -+- 2q H- 1. Inoltre per ogni C dégénère il numero
dei punti délia F aumenta o diminuisce di q rispetto a Ni secon-
dochè la C dégénère si spezzi in due rette distinte in y oppure
fuori di y. D' altra parte, per ogni radice comune ad A%(X) y) e
B*(Xi y) appartenente a y, cioè per ogni punto comune a tutte le
C, la F ha sulla retta r un punto singolare* Quindi per ogni
punto singolare délia F situato sulla retta r, il numero dei punti
délia F diminuisce di q. Possiamo dunque concludere col seguente

TEOREMA 1. - Se ¥ non è rigata e possiede in y la retta r, se
indichiamo con C le coniche segate sulla F dai piani per la retta
r, detti t il numero délie C degeneri che si spezzano in y in due
rette distinte, s il numero délie C degeneri che si spezzano fuori
di y, g il numero dei punti singolari délia F sulla retta r e in y,
per il numero N dei punti délia F si ha

(2) N= g2 + U(i-s~3-f-2)g

e risulta

Il numero N non supera dunque q* -+- Iq -+- 1, ne è inferiore a
q2 — 5g -+- 1. Se quindi indichiamo con G una superficie cubica di
Sti q irriducibile e non rigata a coefficienti in y, se £r non ha punti
singolari in nessuna estensione di y, nelle estensioni di y di ordine
Q abbastanza elevato essa possiede esattamente Q* -t- 7QH- 1 punti.
Siccome il numero délie rette délia G non è superiore a 27 (3), e
ricordando che il numero délie coniche degeneri C appartenenti
alla G e contenute in un fascio di piani avente per asse una retta
di G non è superiore a 5, si vede che V ordine Q délia minima
estensione di y necessaria perché la G abbia Q2 -+- IQ -t- 1 punti non

P) Cfr. loco citato in (2).
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supera gi3*6-2s e per la F, che possiede una retta in y, g6-2\ Iufatti
se F equazione di grado 27 che détermina le rette délia G non ha
nessuna radice in y, se è irriducibile, basta un' estensione di y di
grado 27 perché la G abbia 27 rette. Se invece tale equazione
è riducibile in y sar à sufficiente un' estensione^ y' di y, di grado non
superiore a 13 perche essa abbia in y' almeno una radice. Analo-
gamente per V equazione di grado non superiore a 5 che déter-
mina le C degeneri si yede che basta un'estensione, y" di y', di
grado non superiore a 6 perché essa abbia un numero di radici
pari al suo grado. Analogamente una C dégénère in una estensione
di y" di secondo grado si spezza cerfcamente in due rette distinte.

3. Poniamo ora per cc in y <P(x) = 0 se x ~ 0 ; <t>(x) = 1 se x
in y è un quadrato ; $>(x) = - 1 se x non è un quadrato. Facciamo
vedere che :

TEOREKA 2. - Se ogni conica C è tangente ad r, alV equazione
della F si pub dare la forma

(H) z{x% -h 2Ayz) -+- 2Byzi -H 2Cxt' -+- 2Dyt* H- 2Met* -f- Ft' = 0.

essendo A, B, C, D, E, F in y e A 4= 0 ; inoltre il numero dei punti
della F è

g2 -+~ 2g -H 1, se 4>(B2 — 4^D) = - t

(4) g* + ag -+- 1 H- ̂  | ^>(B2 — 4AD) •+-1 ! | <Ï>[C2 — k,(2Eh + F)] -h

g, se 4>(52 - 44JD) > 0

è a = a se D ^ O ; a = 1 se D — 0,
e ki e k2 so^o 2e radici (eventualmente concidenti) appartenenti a y
delV equagione a coefficienti in y

(5) Ak2
 H- Bfe H- D = 0.

Scelto il sistema di riferimento in modo che la Cœ abbia le
equazioni x1 -t- 2Ay& = 0, t ~ 0, con ^. =j= 0, 1' equazione della F
sarà allora, essendo tutti i coefficienti in y :

2Ayz) -h- a^xH -+- a22y
2t -t- a333^ -h 2a

+- 2a23t/££ -^ 2a, 4^* -h 2a24yt'2 •+• 2aZA&t% -+- a44i3 = 0.
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Si rede subito che è a]8 = a 2 2 = 0 . La sostituzione x = X — ai3t,
y = Y — ant/2A, z — Z — ant dà allora airequazione della F la forma
(3). Tl piano z — kt taglia la F di equazione (3) secondo la retta r
di equazioni z = t = 0 e secondo una conica C che risulta dege-
nere se k = 0 o se k verifica la (5|. Quindi il piano # = 0 contiene
una C dégénère nella retta r ed in un' altra retta, distinta da r
se non è C — D~0. lnoltre la F ha sulla r un punto singolare.

Allora se <*>(£* — 14D) = — 1 per la (2) la F ha q2 -+- 2q H- 1 punti.
Se <£>(B2 — 4LAD) = 0 la (5) ammette le due radici coincidenti

ki = k2 = — B/2A ; se 4>(B2 — 4.42)) = 1 la (5) ammette due radici
distinte &4 e k%. La C corrispondente alla radice /c7 si spezza in
due rette di y distinte o coincidenti oppure in due rette esterne
a Y secondo che sia $[(? — kfóEkj H- $)]%0.

Quindi se B2 — 4AD = 0, per B=^0 e quindi D 4=0 la F ha :

3* + 1 + ! 4)[4^12C2 — 2JB2£ H- 2ABF] + 2 | g punti. Per B = B = 0,
C=j=O la J7 ha g2 -f- 1 -+• 2g punti. Per £ — C = D = 0 la F ha
g2 H- 1 + g punti.

Se poi <1> (JB'2 — 4iAD) ~ 1 il numero dei punti della F è

- a ! q.

Le (4) riassumono i diversi casi.

Senza darne la dimostrazione che è del tutto ovvia possiamo
enunciare il seguente

TEOKEMA 3. - Se qualche conica C non è tangente ad r? il nu*
niero dei punti della F è q2 -+- 1 -+- (2 — g)q, se nessuna dette C è
dégénère. Se qualcuna dette C è dégénère, V equazione a coefficienti
in y della F pub essere scruta

z{x2 — ay'2) -f- a&yH •+- an&H *- 2ai2xyt -+-

-h 2auxt* •+• 2auytl H- 2au0^2 + a44^
3 = 0

o anche, se qualcuna délie C è dégénère e si spezza in y

(6) 2xyz f aux*t -+- a2Sj/*i H~ a330
?i -+- 2auxt~ -H

H- 2aî4t/P -H 2 a B ^ ! -+- 4a44£
3 — 0.

La determitiazione del numero delle soluzioni di queste equa-
zioui in fauzione dei loro coefficienti riesce in generale molto
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laboriosa. L. CARLITZ (4) ha de te rmhia to il numero delle solu-
aioni (proprie) della (6) per al4 = a84 — au = 0. Come appl icazione
de l metodo usato più in genera le t royiamo il numero del le solu-
zioni della (6) per

<7) au = a22 = an = 0, auauau 4= 0.

Faceiamo vedere che

TEOREMA 4. - Nette ipotesi (7) il numero delle soluzioni della
<6) è

<8) q* -t- dq -4- 1 + g<ï>(a44 -+- o u a ï 4 o J 4 ) .

Nelle ipotesi (7) il piano z = ht t ag l ia la superficie di equazione
{&) secondo u n a conica dégénère se

k(ank
z H - 2a44fc — <*>u

a%d = ^

oioè, per a%4 -f- auauau = A2, se fc — 0 oppure k = (—a44 d=A)/a34.
Si hanno cioè tre coniche degeneri distinte se A =j= 0 ; due sol-

tanto se A = 0, Se poi a8
44 H- öt14as4a34 non è in y un quadrato si

lia per.& = 0 V unica conica dégénère.
Per k — 0 la conica dégénère si spezza nella retta z = t = 0 e

nella retta a14x -+- auy -+- 2a44i ^=0, 0 = 0 ; Ie altre coniche degeneri,
«e esiâtono, si spezzano ciascuna in Y in due rette distinte. Osser-
viamo anche che la conica Cœ del piano { ^ 0 è dégénère in due
rette distinte e che sulla retta 0 = £ = 0 si trovano due punti
Bingolari. In questo caso nella (2) è s = 0, j = 2 e rispettivamente
iz=4, 3, 2 secondo che sia <&{aru -+- tt14a24a34)^O. Ne risulta quindi
la (8).

4. Dimostriamo ora che

TEOREMA 5. - Se la F possiede in y il punto doppio P e K è
ü cono quadrico tangente alla F in T?, il numero N dei punti della
F è

(9) N=q% + {d-$q + l

dove p = 1 se K $i spezza in y in due piani distinti, f* = — 1 se
K si spezza in una estensione di y, (S = 0 nê rfó altri casi e
O ̂  d < 6 è ï̂ numero delle rette della F concorrenti in P.

) Cfi\ L. CARLITZ, Certain special équations in a flnite field, «Monat.
f. Math. », 58, (19541.
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Infatti tenuto conto delP ordine deila F e di K si vede subito>
clie 0 < d < 6 ; inoltre Ie rette uscenti da P e non situate su K
incontrano ulteriormente la F in un punto distinto da P, Ie gene-
ratrici d i K esterne ad F non la incontrano ulteriormente.

Quindi, se S = 0, q* delle q1 -+- q -+-1 rette passanti per P incon-
trano la F in un punto distinto da P ; se invece (S — 1, g2 — g rette-
passanti per P incontrano ulteriormente la F] se poi 3 = — 1 Ie
rette passanti per P che incontrano ancora la F sono g2 -h g.
Tenuto conto che d rette per P giacciono sulla F, ni ricava la (9).

5. Consideriamo il caso che la F sia rigata cioè che tutte Ie
sue sezioni piane siano dotate di un punto doppio. Il luogo dei
punti doppi è una retta ri direttrice doppia della rigata apparte-
nente a y. Se ogni piano per r incontra ulteriormente la F seconda
una retta distinta da r diremo che F è una rigata cubica gene-
rale. Se invece un piano per r non inöontra ulteriormente la F
diremo che la F è una, rigata cubica di CAYLEY. Se poi due piani
per r non incontrano ulteriormente la F è evidente che si tratta
di un cono cubico con retta doppia nodale. Si vede allora facil-
mente che

TEOREMA 6. - Se N è il numero dei punti di una rigata cubica
F è ; N = q* -+- 2q -f-1, per la rigata cubica generale ; N = q2 -+ q + 1,
per la rigata cubica di Cayley; K = q2 + 1, per il cono cubico con
retta doppia nodale,

Infatti per la rigata cubica generale la retta distinta da r
segata sulla F da un piano passante per r ha q punti fuori di r.
I punti di F esterni a r sono dunque q(q -+- 1) e quindi N= q1 -+-
2q -*- 1. Analogamente si trattano gli altri due casi.

6. Dimostriamo infine il

TEOREMA 7. - Se F non contiene nessuna retta in y, ma due
rette sghemhe r l 5 r2, esistenti s%h F in una estensione di y, sono
determinate da una equazione di secondo grado a coefficients in y,
il numero dei punti della P è j ! + j f 1.

Infatti la ^proiezione sghemba dei punti della superficie nei
punti di un piano generico % per mezzo delle rette che si appog-
giano ad r4 ed rg , mette in corrispoudenza biunivoca senza ecce-
zioni i punti di a con qaelli di F.


