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Sulle corrispondenze linearizzanti
e sui viferimenti intrinseci in una coppia a jacobiano nullo.

Nota di LioneLLo CantoxNI (a Bologna)

Sunto. - Vengono indicate alcune proprietq delle corrispondenze lineariz-
zanti relative alle trasformaszioni razionali osculatrici (del 2° ordine),
facendone applicazione alla determinaszioue dei riferimenti intrinsect in
una coppia a jacobiano nullo (olire che in wna coppia regolare).

1. I1 ViLLa ha osservato che il concetto di corrispondenza
linearizzante di due trasformazioni puntuali fra spazi lineari, uti-
lizzato precedentemente da Jui e da altri in una coppia regolare
di punti corrispondenti, conserva tutta la sua validith anche nel
caso in cui nella coppia lo jacobiano sia nullo (!) ed ha pensato
come da cido si potesse arrivare alla determinazione di riferimenti
intrinseci, nel caso dello jacobiano nullo, in modo pilt semplice e
pitt soddisfacente di quello gia conosciuto (*). Nel caso delle tra-
sformazioni puntuali fra due piani, il ViLLA stesso ha dimostrato
come si possa effettivamente pervenire a tali riferimenti intrinseci
procedendo in quest’ ordine d’idee (%).

Per le trasformazioni puntuali fra due S,, con r > 2, ¢id invece
apparira nel presente lavoro.

Occupandomi di questa ricerca, mi sono imbattuto in certe pro-
prieta delle corrispondenze linearizzanti relative alle trasforma-
zioni razionali del 2° ordine osculatrici, valevoli solo per r > 2,
sia nel caso della coppia regolare che in quella a jacobiano nullo,
che ho esposte nei nn. 2, 3. Nei nn. 4, 5 ne faccio poi applica-
zione per la determinazione dei riferimenti intrinseci nel caso
della coppia a jacobiano nullo.

(Y M. ViLra, Progressi recenti nella teoria delle trasformazioni pun-
tuali, « Conf. del Sem. di Mat. di Bari», n. 10, 1-19 (19563). La proprieta
di cui al testo & contenuta nel n. 4.

(3) M. ViLLa e G. Vaowna, Le trasformazioni puntuali in una coppia
a Jacobiano nullo. I. Intorno del 2° ordine; II. Intorno del 3° ordine.
Riferimenti intrinseci. « Rend. Acc. Naz. Lincei », s, VIII, vol. VI, 184.188,
278282 (1949).

(3) M. ViLra, dmncora sui riferimenti intrinseci delle trasformazionsi
puntuali in una coppia a Jacobiano nullo, Scritti Matematici in onore di
Filippo Sibirani, Zuffi, Bologna, 1956.
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Nel n. 6 ottengo, con lo stesso metodo, riferimenti intrinseci
anche nel caso della coppia regolare, cid che offre perd assai mi-
nore interesse in quanto, nel caso regolare, i risultati gih ottenuti
al riguardo dal VILUA si possono considerare definitivi (‘). Inoltre,
nel caso regolare, volendo giovarsi del concetto di corrispondenza
linearizzante. si pud ricorrere alle corrispondenze cremoniane
osculatrici ottenute mediante r reciprocita, anziche alle trasforma-
zioni razionali. come il ViLvLa stesso ha indicato (%).

2. Sia data una trasformazione puntuale T fra due spazi S,, S’
ad r dimensioni (#r=>3) e sia 0, 0’ una coppia qualunque di punti
corrispondenti.

Assumendo O e O’ come origini dei riferimenti proiettivi in
S,y S, la T si rappresenta, nell’intorno della coppia considerata,
con sviluppi del tipo:

) Ys="1F1s + f[os + oo + [1s+ o s=1 2, .., 7
fis= 2 ®pr.p,Lp, - Tgy, (B> Poyos Pr=12,...; k).
DrPy,
Indichiamo ora con T* una generica trasformazione razionale
del 2° ordine che osculi la T in 0, O'. Tale trasformazione (t.r.o0.)
si rappresentera con le equazioni:

¢ __fls+fﬂ<‘?l+fis .
® s (=1, 2., )
avendo posto:
¢y = Z b,x, ) Gy = 3 bmmzwj s
2 i
b,'j:bj, (i, j:1, 2,..., 7')'

essendo le b,, b,; numeri arbitrari.
Consideriamo ora la trasformazione linearizzante di T e T* (5).
Essendo :

]

m_ T %

1

b

S8

x,
==

|

o, o ®, 1

(%) M. ViLLa, Le trasformazioni puntuali fra due spazi lineari. I.
Intorno del 2° ovdine; II. Intormo del 3° ordine. Riferimenti infrinseci.
III. Trasformagioni cremoniane osculatrici, « Atti Acc. Naz. Lincei »,
Rend. s. VIII, vol. IV, 55.61, 192-196, 295-303 (1948).

(3) Siveda: M, VILLA, Problemi integrali sulle trasformazioni puntuali
« Compositio Math. », vol. 12, 137-146 (1954); M. ViLLa, op. cit. nelle (*), (),

(5) M. ViLta, op. cit. nelle (%), (5).
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due rette corrispondenti nella c. 1., e indicando rispeftivamente
con fi(x), 9,(2) le fi(oy, %, .oy @), 0%, %, .., o), la c. 1. si rap-
presenta con le equazioni:

) % = f3(®) + [(02,(0) + i) (s =1,2,...,7)

Osserviamo dapprima che:

a) Data wuna vetta p per O, le retie corrispondenti di p
7 (r+3)
nelle c. 1. di T e delle co 2
centro O).
Infatti, qualora si fissi nella (3) un sistema di valori per le «,,
i coefficienti «, vemgomo a dipendere linearmente dai soli para-
metri ¢, e v,. Ne segue che, date due rette p, p, per 0, non esiste
in generale una t.r.o. T, talechela c. 1. di T e T, muti p in p,.
Se ora melle (2) e quindi nelle (3) fissiamo un determinato
sistema di valori per le b;, & chiaro che una retta p ha soltanto
un fascio di possibili corrispondenti, dato che in definitiva, variando
i parametri b,, varia soltanto il parametro <,.
In altre parole:

t. r. 0., formano una stella oco® (ds

b) Data una vetta p per O e una t. r. o. T%, le rette corvi-

spondenti di p melle c. l. di T e delle oo(r;q) t. 7. 0. che hanno gli
stessi coefficienti bi della T* variano in un fascio (7).

Dunque, fissata una retta p e tutte le t. r.o. che hanno gli
stessi coefficienti b, di una t. r. o. fissata, a p viene a corrispon-
dere un piano (per O) = che & il piano su cui giace il fascio di
cui sopra. Una semplice caratterizzazione geometrica di questo
piano, & la seguente:

Sia w I’omografia che la T subordina fra le direzioni uscenti
da Oe O eLlacl di T e di una t. r.o. T* Fissata una retta
p per O, si ha che le due curve C e C* corrispondenti di p in T
€ T* rispettivamente hanno, come & ben chiaro, un contatto (ana-
Jitico) del 2° ordinme in O’ e che il luogo dei punti S per cui i coni
che proiettano C e C* da S hanno lungo la generatrice SO' un con-
tatto analitico del 3° ordine & una retta p’ per O’ (la cui trasfor-
mata p in w—! si chiama trasformata linearizzante di p). B anche
noto che il luogo dei punti S per cui i coni medesimi, hanno
contatto geometrico (lungo SO') del 3° ordine & un piano =’ (che
contiene p’) il cui corrispondente 7 in w—! (che contiene p) voglia-
mo mostrare essere il piano di cui sopra.

() Un analogo enunciato vale se anzich? le b, si fissano nelle (2) le b,;.
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Allo scopo, consideriamo accanto a T* un’altra t.r.o. I*
avente per equazioni le:

fls+?l,fls+fzs _ ' ' Vg
Y= Tre +e w=2bm, e T,z'b" %
Evidentemente T* e T * si osculano in O, 0’ e le direzioni
&’ iperosculazione (}) di T* e T,* nella coppia considerata sono
date dalla:

fn ’ serey flr

=0.
” i@ — 05) + o0 — 9)  vers (05 — 95) + [o: (0 — ;) “

Questa matrice ha, per ¢, = ¢,” (cioé per b,’=2»,), le due righe
proporzionali sicché se due t. r. 0. T* e T,* posseggono gli stessi
coefficienti b, esse posseggono direzioni d’iperosculazione indeter-
minate nella coppia 0, O

Pertanto, le due curve C' e C,’ trasformate mediante T#* e T *
della retta p, hanno in 0’ un conftatto (geometrico) del 3° ordine.
Ne consegue che i due piani = (definito come sopra e relativo a
TT*) e =" (analogo ente definito a partire da T, T,*) coincidono
e coincidono quindi anche i loro corrispondenti in w—'. Ne segue
Y asserto.

3. Dimostriamo ora che:

¢) La corrispondenza linearizzante relativa ad una t. r. o.
wmdividua, i generale, la t. r. 0. stessa.

Supponiamo fissati i riferimenti proiettivi intrinseci nelle stelle
di centri 0, 0’ (°) e indichiamo al solito con:

(1) ys:fls+f2s+ e fks+ b

le equazioni di T nell’intorno di O, O’ e con:

@ =P het (=12, ., 7)
(3) o-‘s = fss(“) + fzs(“)c?l(“) + fls(“)‘?z(“)

(8) M. VinLa, Dwreztone d osculazione e d’ wperosculazione dv due trasfor-
magione puntuale, « Boll U. M. L », (3), 2, 188-195 (1947).

(°) Si veda: M. ViLLa, op. cit. 1n (4), 1. e IT; M. VirLa e G. VAONA, op.
cit in (?), I. e II.
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le equazioni di una generica t.r.o. T# e rispettivamente della
linearizzante di T e T*.

Fissata una retta p per O, resta fissata mediante la (3) una
stella X, di centro O entro cui pud essere scelta la corrispondente
p. Fissata p entro 3,, le ¢,, ¢, restano assoggettate, ciascuna,
ad una relazione del tipo:

o(x)=a, (t=1, 2)

con @, namero noto. B ovvio che, viceversa, @, e a, possono essere
scelti ad arbitrio e che quindi facendo assumere ad @, » valori
opportuni si riesce a fare assumere alle b, valori prefissati.
Geometricamente cid equivale a prendere r rette generiche per
O e a fissare entro fasci opportuni (quelli che si ottengono dando
nelle (3) a ¢ («) i valori opportuni) le corrispondenti delle = rette
e in modo arbitrario entro ciascun fascio. Si pud sfruttare questa
arbitrarietah per assegnare in modo opportuno le » condizioni che
cosi si presentano nelle b,,. Per completare la caratterizzazione di

. T .
queste ulfime possono ancora scegliersi (2) refte per O e scegliere

le corrispondenti in modo opportuno entro i fasci che ciascuna di
esse determina mediante le (3), (in cui naturalmente si pensino
fissate le b,), onde far assumere alle b, un sistema prefissato di
valori.

4. Data una trasformazione puntuale 7 fra due spazi proiettivi
S,, 8 (r=3), sia 0, O una coppia di punti corrispondenti. Ci
proponiamo di fissare riferimenti proiettivi intrinseci nella cop-
pia O, O'. Per far cid. dapprima fisseremo intrinsecamente una
famiglia di trasformazioni razionali osculatrici T* assoggettando
a condizioni intrinseche la relativa corrispondenza linearizzante
(n. 3). Dette condizioni si ottengono imponendo che nella corri-
spondenza linearizzante si corrispondano r coppie opportune di
rette uscenti da O.

Supponiamo gix fissati i riferimenti intrinseci nelle stelle di
centri 0, 0’ e siano, con le consuete notazioni:

(4) Yo = frs ~ fos = 0o+ frg 4 e

(5) _flw+fls("Dl+f2<

T ol + 0,

s=1, 2,..,7)
le equazioni di T e rispettivamente di una generica t.r.o. T*
Siano poi:

(6) 4 = f3(0) + fo(@o)@) + fioe()  (s=1, 2., 7)

le equazioni della c.1. di T e T*
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Affinche le (6) siano compatibili considerate come equazioni
nelle incognite ¢,, ¢, (cfr. n. 2, a)), occorre e basta che la matrice :

‘7) Il asy f&(“)} fg:(a')’ f]s(“) !‘l (S = 1, 2, ey 'l")

abbia caratteristica 3. Presa una retta p(«,, «,,..., «,) si scegliera
la corrispondente p(z,, «;,..., «.) in modo che questa condizione
sia soddisfatta e successivamente si calcoleranno i valori di ¢ («)
€ 94(«) mediante tre delle r equazioni (6).

Prendendo ad esempio le prime tre, si ha subito:
_ [E:fsa () —asf3 “)][asflz —af5(®)] — [“zfas «) O-‘afsa(“)][Esfn(“)_;xfxs(“)]
?l—[“sfu (@) —af, (=) ][0‘3f12 — 25 f13(4)]—{ @3f50(%) ) —asfeal@) ] asf11(2) —, fr5()]
{8

Ll “)““lfzs(“)][“zfu(“) %3l g(%)] — [agfos() ngza(“)][;xfaa(“)_;sfal(“)]
n——["‘sfzx _“lfza(“][“aflz(“ —asfia(®)] - [aafpale)— %fzs(“)][asfu(“)—;xfls(“)]

Per determinare i coefficienti b, fisseremo r rette per O e le
corrispondenti in maniera opportuna. in modo cio® da rendere
soddisfatta la condizione relativa alla caratteristica della (7). Presa
una retta p per O, cioé fissato un sistema di valori per «,, si po-
tranno fissare ad esempio, in modo arbifrario i valori dei rapporti
;—‘, :_%2 e determinare i valori delle altre x, dalle equazioni:

3 3

s fal@)s fal@), ful@)
;23 fas(®) s Foa(®) s Fral®)
oy fasl®)s fasl@) fisle)
;z, @), Ful®)s fide)

=0  (t=4,5,..,7)

Geometricamente cid significa scegliere arbitrariamente la p
entro una stella (a due dimensioni) di centro O (n. 2).
Prendiamo ad esempio le r rette p* cosi definite:

prl owtrt=at =1, «, =0
(m, n, k=1, 2,..., r; n3=1, 3; m3=k, 3; k=3)

PP oapt=—al=1, «,3=0

ed imponiamo che ad esse corrispondano rispettivamente le »
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rette f)‘ per cui:

=0, o =2,

y Ta(®)s fa(®)s fu(®)

fal®) s fosla)s i) | o (@ =12, *‘) .

fas(@?), fas(@®), fise))
i 0:;1, faz(o(,) fzz(“) f 0(")

b

Si ottengono cosi dalla prima delle (8) le condizioni nelle b,:

2(a’ 1+ 30" 15+ 307 g5+ atyg)+ad,, + 8%,

b, + b, =
3 D,
3a% 53+ 0755 —2(a%,, + Ba®y,,+30% 5, + a%53)
+ D
1
(07355 + 3alyy; + 3alsy; + @lyy)
by, + b; = i3]
2
9
1
2(““111 1"*‘3“1113_ 30/1133‘*‘ a 333)+a2111— 3“'2)13
—b,+b,= D
3
307 33— 0P335+ 2(— %)), +30%,,,—30% 5, +a'y;y)
D,
2(al,, + 3al,,; + 3at,,, + al
b, + b, = (@ 3 t33 313) (t=4, 5,..., 7)

D,

(ove le D, sono denominatori, funzioni lineari non nulle delle
a;, a; di cui non interessano le espressioni esplicite). Lie » condi-
zioni che rimangono simultaneamente imposte alle b; potranno
ricavarsi immediatamente dalla seconda delle (8). Per gli scopi
che ci siamo prefissi, ci interessa di scriverne soltanto una, e
precisamente quella relativa alla coppia p', p'. Hssa & la seguente:

[a®,—2a%,][a',,,~+3a’,,;+30' 55+a 333]
202, — a*);—2aty,

(10) by +2b; + by =

1 3 23 3
a'15[2(a%,,4-30%,,+30° 53+ 0% 55)— (0%, + 30, +30% g+ 333)]
2a° 13— 13_20’ 13

La famiglia F oolz) di t.r. 0. cosl definita, ci servird per fis.
sare i riferimenti intrinseci in S,, S',.
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5. Supponiamo dapprima che la coppia O, 0’ sia a jacobiano
nullo (). Fissiamo nel modo mnoto (*) i riferimenti intrinseci nelle
stelle di centri 0, O'. Le equazioni di 7, nell’intorno di 0, 0, si

'rivono allora:

Y, = X, + D 082, 2 + Zl % ;22 + [4]
iy iy

(11)
Y, = Zoarja, o+ X ar a0 + [4]
ij il i
(12) a’;=a%, o"my=a%=.., a0, a% =0,

r—1 "
z ay= 0, Cp_z, p =0y, ,
i

(s=1,2..,r—1; 4 4, n=12 .,7).

Per completare la determinazione dei riferimenti intrinseci,
basta fissare intrinsecamente I’S’._, improprio di S, e il punto
unitd in uno dei due spazi ('?). Consideriamo la famiglia F di t. r.o.
definita al n. 4:

X, + X, + 2 0%, 05
ij

Ys = 1+ ¢, + o, ’ hwi=1, 2,..,r
2o (s =12 ..,r— 1)
i
y"_li_%_h%’
o= L b ) 0y = X by,
i i

(le b,, b, dovendo soddisfare alle condizioni dette al n. 4) e sia Q,
la quadrica che, in una qualunque t.r.o. di F, viene a corri-
spondere all’iperpiano coordinato y,—=0di S8,/ (s=1, 2,..,r — 1).
@, incontra I’asse x, nel punto O e in un altro punto la cui coordi-

1

nata non nulla vale x,— — b Si ottengono cosi » — 1 punti che
§

possono essere assunti come punti impropri, dando luogo alle

condizioni :

(13) b, = 0. s=1, 2,...,r—1)

(*°) Supporremo che la caratteristica dello jacobiano sia r —1. Si av-
verta anche che per +—3 le condizioni.(9)-(10) e quindi anche le condi-
zioni che se ne deducono vanno leggermente modificate. Cid pud farsi
immediatamente, tenendo presente che nel caso in questione si ha f,3=0,
ad33 3= 0.

(1) Si veda. M. ViLLa e G. Vaona, Op. cit. in (3) p. L.

(**) M. ViLLa e G. Vaowna, Op. cit. in (3) p. IL. n. 5, 6.
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Resta cosl fissato 1I’S,_, improprio dell’S,_,: x,=0 quindi (*?)
1’S’,, improprio dell’S’,_, stazionario di S,’ e in definitiva
Viperpiano improprio di S, .

Assumendo poi. in S, come punto (1,1, 0, 0,..., 0) il punto, distinto
da O, in cui @, incontra la retta x, = x,, ,—... =2, =0 si ha:

(14) 20!, =— 1.

In S, il riferimento infrinseco & gia fissato mentre occorre
ancora fissare in S,’ un punto improprio non appartenente all’ §’,_,
stazionario. Questo pud farsi agevolmente al modo seguente.

Consideriamo il punfo P di S, di coordinate z, —a,=1, a, =
=a,=0. (¢=4,5, .., r). Ad esso viene a corrispondere in S /'
in tufte le t. r. 0. di F' il punto P’ di coordinate :

. 1+2a', . __2@2_13_“_ N 1+ad,
Ye=130,,+2b,,+ by * P27 1508, 3b,5+- by, * J3 7 1rb,,+ 2y, + by,
2 t
g = X s (t=4.5, .., 7)

14+ b,,+ 2b,, + by,
Il punto P’ in generale, non appartiene all’S’,_, stazionario.
Assunto P’ come ulteriore punto improprio, si ha la condizione:
{15) by + 2b; + by = — 1.
Il riferimento intrinseco resta cosi fissato anche in S. e le

equazioni canoniche di T si deducono subito dalle (11)-(12)-(13)-
—(1B), tenuto conto delle {9)-(10)-(14). Esse sono:

Us — Xs -+ 2 a‘,-jm,xj -+ ZZ a/‘,-ﬂx,wjx; =+ [4]
k¥ k%)

Y, = D arxa; + B anx,n0 + (4]
iy i5l
dove
. \]
a:”;_,- = a/"ji 3 a",-ﬂ = a"jl, = ey a/ni': = O, a’ P :*: O, 21 a“,_,- == 0,
%7
r—1 __ _, Dyl 1
A2, ¢= Q' yp—g,,, a0 3= —

1 91 I P 2 2 s
Gy 307, + 3075, 4 035, =0, @%,, + 307, + 347 + @y, =
= 2(a?);, + 3a®,; + a% 5 + a¥y;) — 2
1 2.1 1 -
aty,, + 30}, + 30+ aly =1
2 Q2 2 __
a%y, — 8a%; + 3a%; — @y, =
(3 3 Q.3 3 1 1 0 1
= 2(a?)), — 80%,); + 3a’,;,; — aly,) + 2(ah),, — 3a',; + 3a’;; — alyy,)

{45, n=12..,r; s=12,..,r—1; h=2,{; 1 =4,b,..,7r—1)

(*3) M. ViLLa e G. Vaona, Op. cit in (?) p. I. n. 3, pag. 781 in fondo.
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6. Nel caso regolare, fissiamo il riferimento in O, 0" nel modo
noto (4). Lia T si rappresenta allora con gli sviluppi:

{16) Yo = T + 2 Q" 2,25 + Z‘; a” e, + [4]
i i
dove:
(17) a";=0; Na%;= —1, a";=a";, a"j=a"j;= ..
i

G hn=12 ., 7.

Per completare la determinazione dei riferimenti intrinseci
-occorre fissare intrinsecamente 1’iperpiano improprio in uno dei
due spazi (**). Fissata la famiglia ¥ di t.r. o. come detto al n. 5,
si pud assumere in S, come punto improprio dell’asse x,, il punto

distinto dall’origine in cui esso & tagliato dalla quadrica @,. Si
ottengono cosl le condizioni:

{18) b,=20 mn=1, 2,.., r.

Restano cosi completamente fissati i riferimenti intrinseci in
S., 8./ e dalle (16)-(17)-(18), tenuto counto delle {9), si hanuno subito
per la T le seguenti equazioni canoniche:

Yu = B, + B " 0005 + Z; a5 + (4]
i i

-dove :

N —_ N — n, ., — . L — L,
a"y =0, Z,Z,a g =—1 "= a"%,;, a"y;=a",; = ..,
'

1 1 1 ——
@+ 3aY, 0+ 3015 + Aly =0

1 1 1 2 < 2 % 2
2al ), + 30ty 3+ 30 55+ alygg) 4 0Py, + Ba%, ;0% gy + Qg —

3 3 3 3y
— 2(a?)y, + 367, + 3% 53 + a%,,) =0

: 1 9.1 1 2 ? Qa2 2
2(a'lul —3a 113 +3a 133 — @ 333)_“ xu"‘?’a' 113 —3a 138 T 07333 +

+2(al),, — 3075+ 3a% 5, — 0’ ;,) =0
@ gln=12 .,r; h=2¢; t=4,5,.., 7).

(%) M. ViLra, Op. cit. in (4), p. L
(t%) M. ViLra, Op. cit. in (%), n. 2, 8.
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