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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sui gruppi finiti per cui il reticolo dei sottogruppi
di composizione ¢ modulare.

Nota di Guipo Zappra (a Firenze)

Sunto. - Si da una condizione necessaria e sufficiente affinché il reticolo
dei sottogruppr di composizione di un gruppo finito sia modulare.

E noto che il reticolo dei sottogruppi di composizione (*) di
un gruppo finito & sottomodulare, ma, in generale, non sopramo-
dulare, e quindi non modulare (?). Recentemente [6] ho caratte-
rizzato i gruppi finiti risolubili per cui il reticolo dei sottogruppi
di composizione & distributivo. In questa nota, mi occupo invece
dei gruppi finiti (risolubili o mo) per cui il reticolo dei sottogruppi
di composizione & modulare, dimostrando precisamente che, se G
& un gruppo finito, condizione necessaria e sufficiente affinche il
reticolo dei sottogruppi di composizione di & sia modulare & che,
in ogni catena normale di G, ogni fattoriale il cui ordine sia po-
tenza di qualche numero primo risulti quasi-abeliano (}). Di qui
deduco alcune interessanti comseguenze. Mostro che condizione
sufficiente affinché il reticolo dei sottogruppi di composizione di
un gruppo finito sia modulare & che i suoi sottogruppi di SyLow
siano quasi-abeliani (in particolare abeliani), e che tale condizione
¢ anche mnecessaria per i gruppi che diremo - divisibili» cio&
possedenti una catena principale i cui fattoriali siano isomorfi
al sottogruppi di Syrow dei vari ordini; in particolare la suddetta
condizione & necessaria (oltre che sufficiente) per i gruppi finiti
supersolubili.

(*) Ricordiamo che dicesi sottogruppo di composizione di un gruppo
finito G un sottogruppo di G che compaia in qualche sua serie di com-
posizione.

(?) Per la nomenclatura usata circa i reticoli, efr. [5].

(®) Ricordiamo che dicesi quasi-abeliano (o quasi-hamiltoniano) un
gruppo nel quale due sottogruppi qualunque risultano necessariamente
permutabili. Tali gruppi sono stati caratterizzati da K. Iwasawa [1].
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Dato un gruppo &, indicheremo con IL(G) il reticolo formato
da tutti i sottogruppi di G, e con ¢«(G) il reticolo formato dai sot-
togruppi di composizione di G.

1. Dimostriamo che:

Condizione mecessaria e sufficiente affincheé i sottogruppi di com-
posizione di un gruppo G finito formino wun veticolo modulare &
che in ogni caltena normale di G tutli i faltoriali dordine potenza
di qualche numero primo rvisultino quasi-abeliani.

La condizione & necessaria. Siano M ed N due sottogruppi
consecutivi in una catena normale di . Poiché M & di compo-
sizione in G, si ha che ogni sottogruppo di composizione di M &
anche di composizione per (, e viceversa, ogni sottogruppo di
composizione di G contenuto in M & sottogruppo di composizione
di M: quindi se ¢(G) & modulare, anche ¢(}) lo &. Di conseguenza
anche i sottogruppi di composizione di M contenenti N formano

¥

un reticolo modulare; e poiche tale reticolo & isomorfo a w(-N) ,

M M
si ha che o (~)deve essere modulare. Se - & speciale. o in parti-

N N
{ sobt M N
colare un p-gruppo, ogni sottogruppo di v e di composizione. onde

® (%) coincide con L(%) B poiche [1] i soli gruppi speciali per
cui il reticolo dei sottogruppi € modulare sono i gruppi quasi-abe-
liani, resta provato che la condizione & necessaria.

Dimostriamo ora che la condizione & sufficiente. Poiche. qua-
lunque sia G, ¢(G) & sempre sottomodulare, basterad mostrare che
esso ¢ sopramodulare. cioé che se A e B son due elementi di ¢/G)
che coprano uno stesso elemento R, Yunione A ] B copie sia 4
che B. Orbene, si ha R=A[] B ed inoltre R, quale sottogruppo
di composizione di G contenuto in A4, appartiene anche a «(4).
Poiche non esistono, per ipotesi, elementi di «(G) diversi da A ed
R, che siano contenuti in A e contengano R, si ha che non esi-
stono, all’ infuori di 4 ed R, elementi di ¢(4) che contengono R,
onde R risulta normale in 4. Analogamente, R & normale in B,

, % e 5 non contengono sot-
fogruppi di composizione propri, e quindi neanche sottogruppi
normali propri, onde sono semplici, vale a dire o d’ ordine primo
o semplici non abeliani.

A - B U = S
Posto I_3=A’ B B, B= U, bastera provare che, entro o(U), U

e quindi anche in A |J B= U. Inoltre

copre sia A che B, perché ogni sottogruppo di composizione di G
contenuto in U e contenente A (o B) & anche sottogruppo di com-
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posizione di U, e quindi da luogo. nell’ omomorfismo di U su U.
ad un sottogruppo di composizione di U contenente A4 (o B). Sono
ora da distinguersi tre casi:

@) Uno almeno dei sottogruppi 4 e B (p. es., 4) & semplice
non abeliano. B
Allora A & perfetto (cioé coincide col proprio derivato) e 4 ] B.

coincidendo con 1’ unita, & risolubile; pertanto, pel teorema n. 24

del lavoro [3] di WirLaNDT, A & normale in U= A U B. Quindi

= & isomorfo a B, vale a dire semplice, onde non esistono sotto-

il ey

gruppi di composizione propri di U contenenti propriamente A, vale
a dire, in o(T), U copre A. Deve inoltre U coprire B perche, se
esistesse un sottogruppo di composizione proprio X di U, conte-
nente propriamente B, X [] A sarebbe di composizione per A, non
coinciderebbe con A (perche AUB U, e non =X) e non si
ridurrebbe all’ unita, perche, indicando con o(H) I’ ordine di un
gruppo H, si ha o(4 N X) = [o(4) - o(X)] o0y > [o(4) - o(B)} : o U) =
=o0(A () B)=1, contro I’ipotesi che A copra I'unita in o(T).

b) 1 sottogruppi A e B hanno ordini primi dlstlntl pegq.

Allora per il teorema (19) di WieLaND® [3] A e B sono permu-

tabili elemento per elemento, e pertanto A|B ha ordine pq, e
copre (in I(U), e quindi anche) in ¢(T), sia 4 che B.

¢) I sottogruppi A e B hanno lo stesso ordine, dato da un
numero primo p.

Allora, pel teorema (10) di Wiznanpt [8], U=A4 |J B ¢ anch’ esso
un p-gruppo. E poiché U & di composizione per G, ed B & nor-
male in U, esiste una catena normale di G per cui U ed R sono

= U
sottogruppi consecutivi. Ne segue che U —= -, essendo un p-gruppo,

R’
& per ipotesi quasi abeliano, onde L(U) ¢ modulare, e tale & quindi
o(0), perche, essendo U un p-gruppo, L(U)=o(U). Di conse-
guenza, poiche 4 e B coprono la loro intersezione (cio& 1’ uniti),
U=A (] B deve coprire 4 e B.

Il teorema & quindi provato.

2. Notiamo ora che, se G & un gruppo a sottogruppi di SyrLow
quasi-abeliani, necessariamente ¢(G) & modulare. Infatti se M ed

M
N sono elementi consecutivi di una catena normale tali che v
sia un p-gruppo, si ha che anche ogni sottogruppo di Syrow di
M & quasi abeliano, e tale & anche ogni sottogruppo di Syrow di
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M
N (perche, se un gruppo ha i sottogruppi di SyLow quasi-abeliani,
della stessa proprieta gode ogni suo sottogruppo e ogni suo fatto-

riale); e poiohéﬁ € un p-gruppo, 'l & esso stesso quasi-abeliano.

Si ottiene pertanto, in base al teorema del n. 1, che:

Condizione sufficiente perché un gruppo finito & sia tale che ¢(G)
sta modulare & che ogni sottogruppo di Sylow di G sia quasi-abeliano.

Diremo ora «divisibile» un gruppo finito G, d’ ordine p2g® ... vy
(p, q,..r numeri primi distinti). quando possiede una catena prin-
cipale i cui fattoriali, presi in un ordine conveniente, abbiano
rispettivamente ordini p~*, ¢B,..., rv (¢ siano pertanto isomorfi ai
sottogruppi di SyLow di G).

La condizione sufficiente data ultimamente & anche necessaria
quando G & divisibile. Infatti, in tal caso, esiste, per definizione,
una catena principale (quindi anche normale), i cui fattoriali siano
isomorfi ai sottogruppi di SyrLow di G. Se G & quasi-abeliano, i
suddetti fattoriali, essendo dei p-gruppi, devomo (n. 1), essere
quasi-abeliani, e tali sono allora anche i sottogruppi di SyrLow
di G, perche ad essi isomorfi. Pertanto:

Condizione necessaria e sufficiente perché il reticolo dei sotio-
gruppi di composizione di un gruppo finito divisibile G sia modulare
& che ogni sottogruppo di Sylow di G sia quasi-abeliano.

Infine, poiché ogni gruppo finito supersolubile & divisibile
(Zappa [4], OrE [2]) si ha che:

Condizione mecessaria e sufficiente perché il reticolo dei sotio-
gruppi di composizione di un gruppo finilo supersolubile G sia
modulare & che ogni sottogruppo di Sylow di G sia quasi-abeliano.
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