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Un teorema sulle serie convergenti a termini di segno alternato.

Nota di ERNEST STIPANIé (a Belgrado)

Suuto. - Sulle serie a termini positivi U. DINI ha dimostrato [1] il seyuente

teorema :
o0
Se 3 cn é una serie convergente a termini positivi, allora la serie
n=
- 1
p sard divergente per =1 e convergente per 6 <1, dove
n=1T, 4
e o]
rn—-1— 3 c¢kx.
k=n

In questo lavorn dimostreremo per una classe delle serie convergenti
a termini di segno alternato un feorema <l quale, mel suo risultato
fondamentale, é analogo al ricordato teorema del DiNI.

TEOREMA. - Se
(1) Z (= 1)y, (, >0, neN) ()

n=1

& una serie convergente di somma s, dove (N) & Uinsieme dei numeri
naturali, e se
(— 1),

2
@ 1<t

<2 (ne N)
allora sara
n
a) Sgy << Squpy T8 <SSy < s,\,+,<v eN; s, ::kZl( - 1)"—‘uk)

b) la serie

3 1 Tn—r , - | 7w |
3 y ol T
( ) n:1 l ’l",,_l 18

divergente per 8 =1 e convergente per & << 1. In questo ullimo caso
la serie (3) ha la somma

¢’ = p.sl—3 <O<8<1; 1<}L<[T£—a‘]+1) ®

rispettivamente
/=84 |r |sto <0, —1<v<0;3=0,v=0)

(!) Quando & u,<Q, €N i ragionamenti sono completamente ana-
loghi ai ragionamenti pel caso u, >0, neN.

(?) [1——6 significa il massimo numero naturale »' il quale soddisfa

la condizione n' < 1% .
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DIMOSTRAZIONE. - Dimostriamo preliminarmente Vasserzione a).
Prendiamo percid la condizione (2)

— 1)y,
(4) 1< L——“—r) <2 (ne N)
n—1
oppure
Sp — Sp—y
(6) 15 g (neN)
S — 8,—

Se si suppone

Spysm—z = Spysm—3

dove sono p=1 e m =1 numeri naturali, allora sarhd per la (5)

(6) Spyem—s < S
e
Spaam—t — Sppam—3 > S Spyrem—3
cioe
(7) 8 < Spiom—z-

In base alle relazioni (5) e (6) segue

Spaam—1 — Spaem—2 < S — Sppgm—z
da cui

(8) sP+2m—l < s
che in rapporto alla relazione (5) da

Spdem — Spatm—1 = S — Sppam—
oppure

(9) 8 < Spism-
Dunque, poiche in base alle relazioni (6) e (7), vale la relazione
(10) Spram—s << 8 < Spyam—s

segue che a causa di (8) e (9), vale anche la relazione

Sppem— < S < Sppgm
od anche

(11) Sptamtn—s < 8§ < Sppyma-1—2-

Siccome nel mostro caso la relazione (10) & soddisfatta per
p=1e m=1 (perché & s, =u, >0 e 8,—=0) risulta, secondo il
principio d’induzione completa ed in base alla (11), che

(12) Sy < S < Sy,

sarh soddisfatta per ogni ve N.
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La relazione (5) si pud scrivere nella forma

TS g, 0 <a, <1, neN)
s_sn—l

(13)
dalla quale segue
S, =28 — 8, —%,($ — Sp—)), Sp—y =28 — 5, — %, (8 —8,) (reN)

e anche

(14) Sn41 — S = °"n(s - sn—l) - 0"n+l(s - 8,,) (’VL € N)

Se si mette nella relazione (14) prima n —2v e poi ®» =2v + 1,
allora avremo

(15) Sav1 — Sav—y = %S — Sgu—y) — gy (S — Syv) e ).
Savpp — Sgv = gy 41(8 — Sgv) — %ay oS — Spui)
Essendo
8§ — 8y <0, 8— 85 >0 (veN)
per la (12) e
0 <<«,<<1 (ne N)

per la (13), risulta in base alla (15) che deve essere
(16) Sgypy TSy € Sy T Savys (veN)
Dungque, in base alle (12) e (16), segue definitivamente
Spy <szv+z <8 < 82V+l < siv—l (V SN)
q. e. d.
La relazione dedotta mostra che la serie (1) appartiene alle
serie convergenti le quali soddisfanno il noto criterio della con-

vergenza di LEIBN1Z [2]
Dimostriamo adesso 1’ asserzione b). Poiché

Sy — Sp—i . (_ 1)‘”—,”’"

= eEN, s,—= 0
s — v, T (neN, s, )
e percid
— — 1)1y,
S — Sn—y Tn—y

si arriva facilmente alla relazione

s —s,=s- I] ;1 (_:Zk__’uk§
oppure
(17) |s-sn|=sk§1|31—(2—(_;—zk_—ll“—")” meN, |s| = s).
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Per ipotesi

|s—s,| —0, N — 0O,
€ cosl pure per la (2)
—1)%—1.
(18) 0<2—()—“"<1 (ke N)
k—1

e in base ad un noto teorema dalla teoria dei prodotti infiniti [3]
segue

n — 1 k—1
z (2———(——2—‘——%\ ~~ oo quando # — oo.
k=1 Tr—

Siccome la serie (1) soddisfa il criterio della convergenza di
LEIBNIZ, si pud scrivere

Y e M LSS JUSHESIN
=1 Tr—y i=t Yr—y —Ic:l | Tr— | ’
«che significa
gim=izInd o uando m — oo
k=1 [ 4 | ’
od anche
2ol | =17
3 L I er $>1
k=1 Iy |8 P =

perchd r,_, — 0 quando n — oo,
Consideriamo adesso il caso quando & 0 <3 <l. Mostriamo
anzitutto che
Lr, | < 7y | (neN).
Infatti, essendo
[Tama | — [ 7]
o

>0 (ne N)

a causa della condizione (18) risulta che

(19) [ro | <I|Puerl (neN).

Se si pone

1
,.:; =qi=3 (neN)
avremo
Yy— - | ?, L v

120) I——I%:'l—la—- = (1 — ql—&) | ey 179 (neN).

Poiche

l<li—38<1

16
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si ha

1
ri=1-°%=<

ol

oppure
1
dove & { un numero naturale, e avendosi ancora

0<g<1

a causa della (19), risulta

ol =Pl (g0 o pt < o 10— @) 7m0 0) (2 )
od infine
l‘tl_r_l__lTlr_l < (E+ 1)([ 70y |18 — |2, [19)
ciod
1) S el =17l gy g)s1-0 o—{m)

n=1 | Pne h&

Dunque, la serie (3) & convergente per 0 <3 < 1.
In base alle relazioni (19) sara

1 1 |'I',,._ |—|T,.|
|To|s(|”'n—1l_|7'n|)<—m— (mz=N)
cioe
og ""__11——"]'”'
22 S8 X
( ) n=1 lrn—lls

Dalle relazioni (21) e (22) facilmente si arriva alla relazione

s I'rn—l|_|lrn|

z 3 = s=3(1 + 0%) (). 0<<o <),
n=1 [ - I
da cui
, ( 1
¢’ = psl—3 \O<3<1,1<y.<1—_—8+1.
(3) Nel caso quando @ L =1t, allora sard L&':LI_"'A_' —

1-—2 'rn—£|8

= (L — gt) | 7y [13 ete.

() Oppure s!—8(14-6(f — 1)) quando & I_Lﬁzt,
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Quando & 3 << 0 sara

oppure

1—g3<1—gq

e dalla relazione (20) segue

Ir"—li'— |’I‘,,|

|r—l|8 é(l—'qn'ru—lll_a (nEN)
e
,rn-— - ’rnl
e S e )
percid
racsl = 17l _ s
(23) ”§l s P <s
Inoltre &
[l =Inl_ g 1ramal = 7]
|7 19 n=t [T [
cioé
T 1T — 7]
24 st—8 _lp |59 » l_Ll__.
( ) I 1 ‘ <n=l I Py |8
Dalle relazioni (23) e (24) facilmente si arriva alla relazione
o' =884+ |r |s%v 30, —1<<v<0;8=0,v=0)
dove & '
Toey | — |70
=3 [T | = 7 8 << 0).
n=1 !’rn——] ls ’ ( - )

Con cid la parte b) & completamente dimostrata, e cosi pure il
teorema.
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