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Un teorema sul Ie serie convergent! a termini di segno alternato.

Nota di ERNEST STIPANIC (a Belgrado)

Sunto. - Sulle serie a termini positivi XJ. DINI ha dimostrato [1] il seyuente
teorema :

oo
Se 2 cn è una serie convergente a termini positivi, allora la serie

n = l
0 0 Cn

S -*— sarà divergente per ô > 1 e convergente per à < 1, riove
00

rn- l = S ck.
k=n

In questo lavoro dimostreremo per una classe délie serie convergenti
a termini di segno alternato un ieorema il quale, nel suo risultato
fondamentale, è analogo al ricordato teorema del DINI.

TEOREMA. -

(11

5-e
oo
V / 1 \n—

n=l
(«„ > 0, nsN) (l)

è una serie convergente di somma s, dove (N) è Vinsieme dei numeri
naturali, e se

(2) K(~!.r~'M"<2 (nsN)

allora sarà

a} S2V <C5îV + 2 < S < S j V - i <S2V4-i(v S^; « n = S { - l)k~lUk)

b) la serie

divergente per S > 1 e convergente per S < 1. Jn questo ultimo caso
la serie (3) fta Za somma

G" = s ! -s •+• | r , | s-^-tJ (S < 0, — 1 < « < 0 ; S = 0, t> = 0)-

(*) Qujmdo è %n<;0, nS N i ragionamenti sono completainente ana-
loghi ai ragionamenti pel cawo un ̂ > 0, n& N.

(2) L ^ significa il massirno numero naturale n' il quale soddisfa

la condizione n'
1 — Ô '
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E. - Dimostriamo preliminarmente l'asserzione a).
Prendiamo perciö la condizione (2)

(4) 1 < ^ - * — < 2 (n s N)

oppure

(5) 1 < S^Zsn~l < 2 (nsN)

Se si suppone

dove sono p > 1 e m > 1 numeri naturali, allora sarà per la (5)

e

cioè

In base aile relazioni (5) e (6) segue

da cui

che in rapporto alla relazione (5) dà

oppure

(9) s < s„+ 2 m .

Dunque, poichè in base aile relazioni (6) e (7), vale la relazione

segue che a causa di (8) e (9), vale anche la relazione

od anche

D—3 < S

Siccome nel nostro caso la relazione (10) è soddisfatta per
p — 1 e m- = 1 (perché è sx = t*x >» 0 e s0 = 0) risulta, secondo il
principio d'induzione compléta ed in base alla (11), che

(12) siV < s <

sarà soddisfatta per ogni v s N.
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La relazione (5) si puö scrivere nella forma

(13) g ; ~ g — 1 = 2 - K n (O<ot t t <l , nsN)

dalla quale segue

sn = 2s — sn_ t — ot„(s — sw_,), s*-! = 2s — sn — aM+1(s — sn) {n s N)

e anche
(14) sn+î — s n . 1 = oc„(s — sn-1) — an+1(s — sn) (w s iV).

Se si mette nella relazione (14) prima n i= 2v e poi w = 2v H- 1,
allora avremo

Sjv+2 S2v = agV-4-i(S S2v) a2V+g(S S2V4-i)

Essendo
s — Sgv-j < 0, s — s2V > 0 (v sN)

per la (12) e

0 < a n < l (nsN)

per la (13), risulta in base alla (15) che deve essere

(16) Sgv^ < sâV_1 e Sjv < s2V+2 (v s iV).

Dunque, in base aile (12) e (16), segue definitivamente

Sjv < siV+% < s < s2V+1 < s2V-i (v £ N)

q. e. d.
La relazione dedotta mostra che la serie (1) appartiene aile

serie convergenti le quali soddisfanno il noto criterio délia con-
vergenza di LEIBISTTZ [2].

Dimostriamo adesso l'asserzione b). Poichè

^^=t^r^ (nsN,s0=0)

e perciö

S — Sn j 'i

si arriva facilmente alla relazione
n (

— s„ — s- u ± —

oppure

(17) [ s - s„ | = ^ n | j 1 - (2 - ( ~ ^ % * ) 11 (nsN,\s\=s).
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Per ipotesi
| s — sn \ — 0, tt-oo,

«e cosï pure per la (2)

0 < 2 - ( ~ 1 ) f e KUk < 1 (hsN)

e in base ad un noto teorema dalla teoria dei prodotti infiniti [3]
^egue

23 [2 ) - * oo quando n - * oo.

•Siccome la serie (1) soddisfa il criterio della convergenza di
LEIBNIZ, si puö scrirere

(o ( - i)h-luk\ __ * n_x +- rk * | n - , i - In
I ^ ) — ZJ = ZJ

•clie significa

oo quando n —• oo,
A=l y'fc-i 1

•ed anche

2 -—^-j-^ r̂ —^ •• o o per 8 > 1

perché rn_j —* 0 quando n - ^ oo.
Consideriamo adesso il caso quando è 0 < S < t. Mostriamo

anzitutto che
I rM | < | rn_! | (n s iV).

Infatti, essendo
Ir , I — Ir I

IrLj > Q (nBN)

a causa della condizione (18) risulta che

•(19) I •%, | < | r ^ | (neN).

Se si pone

r —

avremo

<20)

Poichè

16

rtt
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si lia

oppure

ERNEST STIPANIC

dove è t un numero naturale, e avendosi ancora

0 < q < l

a causa délia (19), risulta

I T « — 1 1

od infine

cioè

(21)

r—. I - I f . 11—5
[

t I r |«

Dunque, la serie (3) è convergente per 0 <C S < 1.
In base alle relazioni (19) sarà

1 i r I _ i r I

cioè

(22) si-s
.=! K-,|s •

Dalle relazioni (21) e (22) facilmente si arriva alla relazione

fîr
— 1 1 ' r t — 1

('). (0 < 6 <

da cui

(3) ISTel caso quando è — = t, allora sarà
1 - i

•n-i 1 —
rn-l 6

etc.

(4) Oppure sl-§(l -h 8(* — 1)) quando è = #.
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Quando è S^O sarà
i

oppure
i

e dalla relazione (20) segue

I rn— i |5

perciö
00 I r I — ! r i

(23) S ^ - ^ J ^

Inoltre è

- | r, | ~ I r,_, | - | r,,

cioè
0 1 «• I I T

^ I rn—1 1 I r «(24) s*-s - | r, | s -

Dalle relazioni (23) e (24) facilmente si arriva alla relazione

<ytf = s1"5 -4- | Tx | S-*.V ( S < 0 , — 1 < t? < 0 ; û = 0, ^ — 0)

dove è
00 I r _ — ! r 1

. = s ; , (s^o).
n=l i rn— i 1

Con ciö la parte b) è completamente dimostrata, e cosï pure il
teorema.
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