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Osservazioni sulle componenti lacunari delle serie
ultraconvergenti

Nota di Furvia SkKor (a Milano)

Sunto. - Si stabiliscono alcune propriela della successiome | n, | costituitla
dagli indici dei coefficienti delle componenti lacunari delle serie di po-
tenze (prolungabili e) uliraconvergenti: queste proprietd riguardano

U andamento della somma S(x)= 32 (1/n)) che, ira U altro, viene valu-
m=x

tata al disotto e viene adattata su una funzione prestabilita soddisfa-
cente ad appropriate ipotess.

(o]
1. Introduzione. Sia f{z)= X a,2" convergente per |z | <1,
0

prolungabile . fuori del cerchio |z|<<1 e ultraconvergente. Un
classico teorema di A. OsTROWSKI (') assicura che

(1.1) f(2) = 9(2) + 9(2)
dove

(o]
glz)= 2 aulz""
=1

¢ una componente lacunare (lim sup n,,,/n, > 1), regolare per
2| < 1, prolungabile e ultraconvergente, e ¢(z) & la parte residua,
cioé una serie (eventualmente un polinomio) avente raggio di
convergenza maggiore di 1.

La ripartizione (1.1) di f(z) pud essere evidentemente fatta in
infiniti modi, a ciascuno dei quali corrisponde una componente

(1) Per le nozioni riguardanti 1’ultraconvergenza delle serie di potenze
vedere: A. OSTROWSKI, On Representation of analytical Fumnctions by
power Series, Journ. London Math. Soc., 1 (1926), pp. 251-263; G. Bourion,
Recherches sur U ultraconvergence, Ann. Ecole Norm. Sup., (3), 50, (1933),
pp. 245-318; G. BourioN, L’ultraconvergence dans les séries de Taylor,
Act. Scient. 472, Paris (1937), pp. 48. A queste opere rimandiamo per la
bibliografia.

Vedere anche: G. Ricci, a) Sulle serie di potenze lacunari prolunga-
bili e ultraconvergenti, Rend. Acc. Lincei (8), 18, pp. 27-31 (1955); b) Pro-
lungabilitac e ultraconvergenza delle serie di potenze. Modulazione del
margine delle lacune, Rend. di Mat. Univ. Roma, (5), 14 (1935), pp. 602-
632; c) id. id., Boll. U.M. 1., (3), 10, (1955), pp. 439-452.
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lacunare che dovra rispettare le condizioni dei due teoremi di A.
OSTROWSKI.

Ci proponiamo di studiare 1’andamento delle successioni |, |
che sono inerenti alle componenti lacunari g(2), e, pih precisa-
mente, ’andamento della somma

1
(1.3) Sx)= 2 —
ntéw'n’l
al crescere di x. I risultati sono da interpretarsi come semplici
proprietd delle successioni di interi vincolate dai teoremi di A.

OsTROWSKI e da quello di G. BoURION.
B utile richiamare le seguenti definizioni :

1) Si dice che |p,, q,i, (h=1, 2, 3, ..), (p», g, interi;
0<p, <, <p, <@ < p; <¢y=..), & una successione di lacune
(H. O.) per f(z) quando ® g, —p, > 6p,, (h=1, 2,3, ...; 6 >0, in-
dipendente da h), e per la successione parziale degli interi m
con p, <m<q, (h=1, 2, 3, ..) si ha

lim sup|a, U™ < 1.

2) Si dice ordine di lacunarita (H. O.) I’ estremo superiore A(f)
(= 0) dei numeri 6 ai quali & possibile coordinare la successione
di lacune |p,, q,1{.

Consideriamo due componenti lacunari g(z) =2 an2™ e glz) =
=2 a,2" di f(2).

Si dice che g(z) & contenuta in g(z) (e scriveremo g(z) C g(2))
quando {v,} C | mny}.

Si dice che g(z) & contenuta e aderente a g(z) (e scriveremo
g(z)_C'_ g(2)) quando, a partire da un certo indice k, in poi (cioe
per k= k,) ogni lacuna (I)h, &h) di g(z) contiene una e una sola
lacuna (p,, q,) di g(2).

L’ andamento di {#,} si pensa descritto dalla funzione S(x) che
ne pone in evidenza la cosiddetta « densith logaritmica » (3).

Sussistono i tre teoremi seguenti, dei quali il primo intende
valutare al disotto 1’andamento della somma S(x); il secondo

(2) Alla successione | #; | associamo il rapporto

1 1
ple) = 2 — . 2 = coS(x):loga.
nSx® nsx ®
Diremo, seguendo una locuzione classica, che { #;| ha la densitd loga-
ritmica posttiva quando lim inf p(x) > 0, (& — - co).
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pone in relazione !’andamento di una somma S{x) con quello
della somma analoga S(x) inerente alle componenti lacunari con-
tenute; il terzo stabilisce I’ esistenza di componenti lacunari la
cui somma S(x) ha un andamento che segue quello di una fun-

zione prestabilita, soddisfacente ad appropriate ipotesi.

2. TeoreEMA I. @) Per ogni g(g) & Sx) — + co (x — + oo).
b) Se A(f) & finito, allora per ogni g(z) &
(2.1) ylogx < S(x)(<logx + O), (y=1(9)> 0, x =)

(cioe la densita logaritmica di |#,| & positiva).

¢) BEsistono f(g) con A(f)—=+ oo tali che per ogni
loro componente g(») risulta ancora valida la (21) e
altre f() con A{f)=+ oo che ammeftono componenti
lacunari g(# con {m}{ di densitd logaritmica nulla.

DIMOSTRAZIONE.

a) Sia {p,, g,} (h=1, 2, 3, ...) una successione di lacune
(H. O.). Indichiamo con L(x) il numero degli interi m <<« appar-
tenenti alle lacune cioé tali che p, <m<gq, (h=1, 2,3, ..), e
con N(x) il numero degli indici n, <=, dove ¢, <n, < p, (h=1,
2, 3, ..): allora risulta N(x)—=x — L(x). Un noto teorema sulla
consistenza delle lacune, conseguenza del secondo teorema di A.
OsTROWSKI, garantisce che per ogni componente lacunare & veri-
ficata la relazione (3)

lim inf L(x)/x < 1,

e quindi la funzione N{x) verifica la disuguaglianza
lim sup N(x)jx =2t > 0 (r<1/2).

Si pud supporre t<1/2 (altrimenti si assumerebbe ' <r).
Esiste una successione | ;| tale che sia N(x;) > tx;, x; > (2/7)x;—,.
Allora risulta

1
S(a;) — S(x;—,) = z — (almeno x; — «,, > x;—, termini)
@, <= w m

1 1 1
S .
x;  x;—1 x, —a;, +1

= log (1 — x;—l

¢

-+ ;1:])_1+ O(1/x;—,))
= —log (1 —/2) + O(1/z;_,).

(®) Vedere per. es. G. Ricor, loe. cit. in (%), a), p. 81.
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Ne segue
J
S3)= 2 15[2 + O(t/m,—) | =3 - =/2 + O(1),
da cui 1’asserto.

b) B noto che, quando I’ordine A(f) & finito, per ogni com-
ponente lacunare g(z) di f(z) & limsup L(x)/x <1 e di conseguenza
lim inf N{x)/x > 0 per & — -+ oo (%).

Considerando x ==, (I=1, 2, 3, ...) risulta lim inf Ijn, =2 >0
e quindi !/n, > ¢ per I > L, abbastanza grande.
Sia nx < ® <<ngp1 <<nk (L -+ 2A(f)); allora

S(x) = S(nk) = S(nL)+ 2 1 > X L
ng <ny <ng T L<l<K l

—o(log K — log L,) + O (1/L,)
=o¢log K + O(1) = s log (enk) + O 1)
—oclog ng + O(1) = log ng1 + O(1)
=clogx + O(1).

Con v(g) opportuno & S(x) = ylogx per x>, .

¢) Costruiamo una f{(z) con A(f)= + oo e tale che per ogni
sua componente g(z) sia valida la (2.1).
Scegliamo una qualunque successione crescente |, di interi
w, (R =1, 2, 3, ...) tale che siano soddisfatte le condizioni seguenti
(che sono compatibili fra loro come facilmente si verifica):

i) 1 <liminfy,, /v, <limsup @, /¢, =+ oo
ii) Wpay << PO, (¢, >1) iii) log v, < ¢h, (c,=>0).
(Si pud assumere. per esempio, 3 >1, u,—=1 e
Ppar = [8%,] + 1 per hk? k=3, 4,5, ..)
a1 = [, Yu] +1 per h=Fk k=3, 4,5, ..)

dove y, — -+ co per h — 00, Y, < gy, 108 (1,15 - Y,) = O(R)).
Sia 3>1 e {yu,{s la successione degli interi » soddisfacenti
ad una almeno delle disuguaglianze

a0 < m < 8 (=1, 2, 3, ..)

e {w,ls’ la successione complementare di |, |s.

(4) Vedere G. Riccl, loe cit. in (1), a), p 31.
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In base ad un noto teorema di G. BouRrioN (°) si costruisca la
(22

serie f(s) =2 a,2" ultraconvergente lungo tutte e sole le succes-
0

sioni {m,} a ciascuna delle quali si pud coordinare un 3> 1
in guisa che |m,;}| sia contenuta in |p;|s"; allora da lim sup
W/t = —+ oo segue A(f) =+ oo.
Sia 8 < liminfp, /v, e g(z) la componente lacunare per la
quale {®;| coincide con {y,|s e poniamo
1
Sh: 2 — .
P <n <5 M

Allora & §,c>2logd e quindi per ogni 3 < < pyy 8 risulta,
almeno per h = h, conveniente,

b ==

8+ Spar + e =5, 8@ IS, + S, + . +Sp

da cui S(x) co2hlogd per h — + oo
Tenendo conto della condizione iii) e poi della ii), si trova che,
per h abbastanza grande, &

S(x) > ¢’ log u;, > ¢ log p; 4. > ¢’ log .

Sia Z;(z) =X a,2" una qualunqus componente lacunare di fiz)
esiste v tale che la successione {v;| contiene (almeno per ! abba-
stanza grande) la successione |y, |- e la considerazione precedente
conduce alla (2.1).

Un semplice esempio di funzione f(z) che presenta le proprieta
A{f}) = + oo e (2.1) per ogni componente lacunare, & fornito da

© a1 —2) 12 2%
flg=2 P, , P=—g— , G=| )
fv,1 & la successione crescente degli interi v positivi soddisfa-
centi alla condizione u’ +u < v < (u + 1)% (u=1, 2, 3, ...).

Una funzione f(z) per la quale (2.1) non & valida si pud otte-
nere sostituendo alle condizioni i), ii}, iii) le seguenti:

IV g/t — + o0 i) h/logw, — O.

(®) Per questo teorema vedere: G. BourionN, Ann. Ee. Norm., loc.

cit. (*), p.- 274 e per la forma nella quale & considerato qui: G. Riccr,
Boll. U.M. 1., loc. cit. in (%), p. 449.
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Infatti, fissato ¢> 0 arbitrariamente piccolo, ogni successione
fupls (8>1) & tale che per w3 <ax=<uw,,,8 e per h abbastanza
grande risulta

S@)/log = < S()flog ;o chflog w, <.

Si pud assumere, per esempio, u, =h!.

3. TeorEMa II. Sia A(f) = + oco.

a) Se per la componente g di fiz)) con la suc-
cessione di lacune |p,, q,{, esiste una successionmne
{u,, v,1 tale che

G EUSVZP, h=1, 2, 3, ...)
(3.1) S T P TS |
3:2) 0 < lim inf v,/p; < lim Sup 1/, < + 05,

allora da Z](z)gg(z) segue
vS(@) < S() < S() (v=1(g: 9)>0).

b) Fissati due numeri reali « e § tali che 0 <<
<B<1, esistono f(zg) (con A(f)=+ oc0) che ammettono
componenti g(z), g(# per le quali si verifica

9 ge)  «=lim inf S)/S(x) < lim sup S(x)/S(x) = B.

DIMOSTRAZIONE.

a) Osserviamo che, nel caso in cui p,/g,—, si mantenga limi-
tato, le condizioni (3.1) e (3.2) sono soddisfatte tutte le volte che
in ogni tratto (9,—,, py), (h=1, 2, 3, ...) si pud scegliere un intero
wy, tale che |aw, ['/"» — 1, e si pud assumere wu, = v, = w,.

In ogni caso la condizione (3.2) dice che esistono due numeri
71> 0 (abbastanza piccolo) e K >0 (abbastanza grande) tali che
u, < Kgy—y e v, > np,.

Sia ip,, q,1, (h=1, 2, 3, ..), la successione delle lacune della
componente lacunare g(z) Essendo g(z) C g(2), per h abbastanza
grande & p,. =< = qh e anche q,,_1 =u,< v Sp,,, perche
se cosl non fosse per la (3.1) la differenza f(z) — (z)_qz(z) non
avrebbe raggio di convergenza > 1; di pili, in forza del II teo-
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rema di A. OSTROWSKI, essendo f{z) prolungabile dovra esistere
un numero 8 > 1 tale che

&Iz-—l < ,M’hf/8 < ’vh8 <E)h .

Ne segue, per h abbastanza grande,
Dol @ > 30wy, > 8, (K, )) = epylgy—y s (0 <e < 1)

Si osservi ora che esiste un numero t> 0, indipendente da b,
tale che, per h abbastanza grande, risulta

(3.3) log (p;/@4—) > 7108 (P,/¢4—)-

Infatti, se (pu/gu—)'"P=1/c, & log(p,/g,—1)= (1/2) log (p,/q—);
se (Pu/@y—1)V2 < 1/c, essendo in ogni caso p,/q,_, > 5%,/u, >3, &
21og8 < log (py/q;—)<10g (p4/1—) < 21og(1/c), e quindi log (P,/gs—)>
> | —log3d/logc|log(p,/q—.)

La (3.3) risulta cosl dimostrata, quando si assuma per = il
minore dei due numeri 1/2 e —log3/logec.

A questo punto poniamo

=@ =n=<p) , (jk) = &k-x =v élsk),

1 ~
S;=2 — , §,=2 1

eI, ™ v

Allora risulta S, =log (p;/q;—) + 0(1/qx—,), S, =1og(p;/q—) +
+ O(1/g;—,).

Sia ¢,—, <®x <gq,; ci proponiamo di counfrontare fra loro le
somme

SE)=8,+ S, + ..+ 8,,+8,, (§ =068,; 0<6=<1)

(3.4) . <~ . . . _
SE)=8,+8; +..+8§,,+8,, (§/=0§,;0<06<1).

La (3.3) ci dice che per k abbastanza grande & 8, > 8, +
+ 0(1/g,—,). Allo scopo di confrontare fra loro S,’ e S, suddivide-
remo 1’intervallo (g,—,, p,) in tre intervalli parziali:

1) p, < x < q,. Risulta 5, > <S8,/ essendo S, =S, e §,/<S8,.

2 u,<x<p, B S/ =_ = L e

v
Yy SVg=@ s

1 1
—7? = % ” %* —+
mEET g ==,

+ 8, <log K + 8 + 0(1/g;,—,)-
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3) ga<xx<u,. B §5/=>0 e S <log(u, logg_,)+
+ 0(1/g)—,) < log K + O(1/g;,—)-
In ogni caso, essendo T << 1/2, si pud scrivere
(3.5) §,’ > =8, — log K — O(1/g;—,)
Le (3.4) unite alla (3.5) danno

8(x) > t8(x) — log K — O(1), (essendo }E: 0(1/g,) = 0(1)),
]:

e poiche S(x) — + oo (per x — + oco), risulta per x abbastanza
grande

S(@) > (=/2)S().

b) Sia |u,! una successione crescente di interi w, (h =1, 2,
3, ...) soddisfacente alla condizione ., ,[pr; — -+ co.
Poniamo

5 _lzd—2)i* —( "
f(Z) __hzzl Pk ’ Ph - Ck ’ Ch _ ([“'7;/2]) :

Fissato 8>>1, poniamo 1—=28%, v =238 e siano {n,;| (I=1,2,3,..)
la successione degli interi » per cui

wd<m <8 (h=1.2, 3,..)
e {v,l (s =1, 2, 3,...) la successione degli interi v per cui
p /¥ < v < 8 (h=1, 2, 3,..)

dove il moltiplicatore 3’ —3'(h) viene scelto con la legge seguente:

per  @RI<h<S@ D! FW=e=deg
per @k + 1)1 <h <@k +2)!  §(h)=o=238 =12 3..)
Posto
I = (/3 < m <pyd), jh = (/0" <v <d),
S,=3 L, §=13 1
wel, W VSETh Vs

risulta
S,c>2logd e S§,co2log¥.

Sia 1,8 <2 << p,,/8. Per £ — 4+ oo &

h =+
2h log 3 oo “El S, Z S éf‘l"g’ oo 2h log 8.
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Poniamo

Oy = 2 S G = ! S, :
T om<n=@r4nyr ¢ T T ke <= @42yt ¢

risulta per k — + oo
oo (k) 12k« 2xlogd  , 6y, c0(2k + 1)1 (2k+ 1) - 28 log 3,
Syp—z = Olog/k?) y Oy = Ologpq, /KD,

k k
zoczu = o1+ 0(1/k)) s B Gyyqy = Oypay(1 -+ O(L/E)).

U= u=0

Per esaminare I’andamento del rapporto S(x)/S(x) per w8 <
< % < P44./0, suddividiamo tale intervallo in due intervalli par-

ziali :
1) S @ <pgfs
Sia (2k)! < h < (2k +1)!. Risulta
~ h
S@)y= 2 S, =16y + 6 4 .. + Gy, + ¢y,

u=1
= oyl + OQU/K)) + oy (L + OL/R) + o'y,

n
= o (L + O(1/E)) + 2
w=(2k)1 41

=@k —1)!(2k—1).-28log 1 + O1/k)) +
+1h—@2k)!|-20logd(1+o0(1)), per k— - oo,

Ne segue che per & — <+ oo lungo quegli intervalli &

By S(a) = | R = 1);(2k D, ’fzk) !

a{ (1+0(1)) per k— +co.

Poiche Y espressione entro parentesi | | al secondo membro &
decrescente al crescere di A mell’intervallo (2k)! <<h < 2k + 1)!,
basterd esaminare i casi h=_Q2k)!+1 e h=0Ck+ 1)!.

Per h=02k)!+1=02k)! (1 -+ ), (n,=1/QRkK) ), &

St@)/S) = { (1 — 1/@k)B -+ o/(2k) ! | (1 + o(1)) — B.
Per h=QQk+ 1! &
S(a)/S(a) = | (1 — 1/(2K))+B/(2k + 1) + (1 — 1/2k + 1)) § (1 + o(1))—«.
Sia ora Rk —1)! << h < (2k)!. Risulta

~ o
Sx) = 21 Su=0y+ 06, 4+ ... oy o+ 0y .
U=



226 FULVIA SKOF

Il ragionamento analogo mostra che il rapporto S(x)/Sx) si
esprime asinfoticamente mediante una funzione crescente al cre-
scere di h mell’intervallo @k —1)! <<h < (2k)! e che S(x)/S(ac) —
per h=Rk —1)! + 1 e S(x)/S(x) — B per h=(2k)!.

2) l“‘k/8 é xz << P‘hg'
~ h—1 ~
B S@y= 2= 8.+ 5,
w=1
Poiche &
0< S, <28logd+o(1) per Rk+1!<h<@k+ 2)!
0<S8,/<2logd+o1) per (@k)!<h=<(k-+1)!
0< 8,/ <2logd+o(1) e Sx)— + oo,

risulta
~ h—1 _ . h—1 .
S(x)/ S(x) ==< 28, + S,,’)/( Z1S“ + S,,’)
w=1 wu=

h—1 . jh=1
=(28./% Su)(l + o1)).
u=1 u=1
Si conclude che &
« = lim inf S(x)/S(r) < lim sup :ST(a:)/S(x) =§.
4. TeoremMa III. Sia Y(x) definita per x>0, positiva,
monotona non decrescente, derivabile e sia

Y@) — + oo, xy’(x) = 0(1) per x — -+ oo.

Esiste una funzione f(») ultraconvergente di cui
una componente lacunare g(@ verifica le proprieta
seguenti:

i) @) = S(x) = (=) (r=1(9)>0)
ii) per ogni g(z) C g(z)
W) <SS S@ V) =10 5> 0),
quando x & abbastanza grande.

DIMOSTRAZIONE.

1) Osserviamo subito che dall’ipotesi a{'(x) < K segue

(4.1 Ux) < Kloga + ¢ (K>0, c=0).
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Quando & definitivamente y(x) = log z, il Teor. III rientra nel
Teor. I. Infatti dalla limitazione ylog x << S(x) <<log x segue
S(x) < $(x) ; inoltre per la (4.1) risulta

)/ K <log « + ¢/K
T¥(@)/2K) <ylogx (per x = )

e quindi

YY) < S@). (v =7/@2K)).
Inoltre per qualunque Z)(z) < 9(z) &
Y'4@) < S(@) < 8@) < )

per x abbastanza grande.

2) Sia ora Y(x') <loga’ per infiniti valori =’ di x grandi
quanto si vuole. Costrniamo una f(2) che verifichi le proprieta
enunciate per g(z) e g}(z).

Fissato un numero 3, (1 < 3 < Min | exp (1/8), V1+ 1/K | »
scegliamo una successione |y, | (h =1, 2, 3,...) crescente di interi
positivi nel modo seguente: detto z, il minimo valore di x pel
quale & soddisfatta 1’equazione h = {d(x) (h =1, 2, 3,..), poniamo
Y = [wh/a]

Per le ipotesi su ¢(x), ad ogni h abbastanza grande si pud
coordinare uno ed un solo x, tale che sia h—=1{(x,). e risulta
x, =v(h), dove y indica una funzione monotona non decrescente
di & ; inoltre x, — -+~oco e w, — + co per kh — + oco.

Vediamo che la successione |, verifica la condizione
liminfy, ,/u, > 1: infatti w,  /u, cox, /2, e d’altronde &

Y@a1) = U@p) + @0y — 2)V (@), @, < ;h < Xp4e1)
e quindi
h+1<h+ (x,,, — ;) K[z,
da cui
x, [, > 1+ 1/K.

Consideriamo la successione |, ls (h =1, 2, 3,...) degli interi »n
soddisfacenti ad una almeno delle condizioni

pfd < m < w8 (h=1,2,3,.);

esistono funzioni f(z) (prolungabili e) ultraconvergenti lungo la
successione {p, |5’ complementare di |p,ls e sia g(z):Ea,,lz'”l
la componente lacunare per la quale |n,| coincide con |y, ls.
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Sia w8 <o <, 3. Allora risulta S(x) oo 2k log 3.
Osserviamo che per la definizione di a), &

By, =y, << Bpry + 3
e quindi
$Ow) < < 4Gy, +8),  YOm) Sk + 1 <ACppqq + )

da cui segue
Oxp) — 1L = b < Y@y +3) —1
(4.2) YE®yL)/2 < h < Yy, + 3) per h = hy.
La parte a sinistra della (4.2) ci da, per wx abbastanza grande,
S(x) > ().

Consideriamo la parte a destra della (4.2). Per ipotesi @
(@) < Kfx e quindi

(OBt qy + 8) — U@y4y) = 84/(5:), T < < Sttyqy + 3),
P(Bitpqy + 8) << Y(Bity ) + 3K/,

e poiche Y(@) — + oo e Kfx — 0, per h > h, abbastanza grande

risulta $@up,y, + 8) << 24C@uyyy)-
Dalla (4.2) si ottiene allora

h <20@pyy) 5 b+ 1 <4@uy))
h < 44Qy,) (per h = h, + 1)

ed essendo S(x)~>2hlog?d e 3 << exp(1/8) si ha
S(@) < Y@).

Lia componente g(z) verifica dunque la proprietd i).

Sia g(#) una qualunque componente lacunare C g(z); detta
;1;,,, (_~1h | (k=1, 2, 8,..) la successione delle sue lacune &
1~oh ZEn<g = q~,|, ed & possibile trovare un & (1 <3’ < 3) tale che

f"ha’ <1~)h < alx < l“'h—{-l/sl'

Per la successione |u,| degli interi » appartenenti a |, s si
pud ripetere I’analogo ragionamento sostituendo 3 a & e risulta
verificata la limitazione per la somma S’(x) corrispondente a | u,}

TUx) < 8'(x) < V() ;

essendo |u, | {v,}C|n ], la g(x) verifica ii).



