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Osservazioni sulle componenti lacunari delle serie
ultraconvergenti

Nota di FULYIA SKOF (a Milano)

Sunto. - Si stabiliscono alcune propriété della successione j nL | costituita
dagli indtci dei coefficienti delle componenti lacunari delle serie di po-
tenze (prolungabili e) ultraconvergenti : queste propriété riguardano
V andamento della somma S(x) — S (l/nx) che, tra V altro, viene valu-

tata al disotto e viene adattata su una funzione prestabilita soddisfa-
cente ad appropriate ipotesi.

00

1. Introduzione, Sia f(z) = X anz
n convergente per | z \ < 1,

o
prolungabile = fuori del cerchio | z | < 1 e ultraconvergente. Un
classico teorema di A. OSTBOWSKI (l) assicura che

(1.1) f(«)=fl(») + «P(«)

dove

Q\Z) ^z Zi Qtnfê ̂

è una componente lacunare (lim sup nt+tl/ni > 1), regolare per
| z | < 1, prolungabüe e ultraconvergente, e <p(s) è la parte residua,
cioè una serie (eventualmente un polinomio) avente raggio di
convergenza maggiore di 1.

La ripartizione (1.1) di f(z) puo essere evidentemente fatta in
infiniti modi, a ciascuno dei quali corrisponde una componente

(4) Per le nozioni riguardanti l'ultraconvergenza deile serie di potenze
vedere : A. OSTROWSKI, On Représentation of analytical Functions by
power Series, Journ, London Math. Soc, 1 (1926), pp. 251-263; G. BOURION,
Recherches sur Vultraconvergence, Ann. Ecole IS'orm. Sup., (3), 50, (1933),
pp. 245-318; G. BOURION, L'ultraconvergence dans les séries de Taylor,
Act. Scient. 472, Paris (1937), pp. 48. A queste opère rimandiarao per la
bibliografia.

Vedere anche : CK HICCI, a) Sulle serie di potenze lacunari prolunga-
bili e ultraconvergenti, Bend. Ace. Lincei (8), 18, pp. 27-31 (1955) ; b) Pro-
lungabilità e ultraconvergenza delle serie di potenze. Modulazione del
margine delle lacune, Rend, di Mat. Univ. Roma, (5), lé (1955), pp. 602-
632; c) id. id., Boll. U.M.I., (3), 10, (1955), pp. 439-452.
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lacunare che dovrà rispettare Ie condizioni dei due teoremi di A.
OSTROWSKI.

Ci proponiamo di studiare 1' andamento delle successioni j nx |
che sono inerenti alle componenti lacunari g(s\, e, più précisa-
mente, 1' andamento della somma

(1.3) S(x)= S -J

al crescere di x. I risultati sono da interpretarsi come semplici
propriété delle successioni di interi vincolate dai teoremi di A.
OSTROWSKI e da quello di Gh BOURIO^.

È utile ricMamare Ie seguenti definizioni :

1) Si dice che | p h , qh\9 [h=l, 2, 3, ...), (phi qh in ter i ;
O ^ P t < qx ^Lp% <.q<i^Lpz < g 3 ^«.)» è una successione di lacune
(H. O.j per f (e) quando è qh — ph > %pK, (fc= 1, 2, 3, ... ; 6 > 0, in-
dipendente da h), e per la successione parziale degli interi m
con ph <m<qh (h=l, 2, 3, ...) si ha

lim sup | am \Vm < 1.

2) Si dice ordine di lacunarità (H. O.) l'estremo superiore A(Z')
( > 0) dei numeri 6 ai quali è possibile coordinare la successione
di lacune \phi qh | .

Consideriamo due componenti lacunari g[z) — S On$*1 e g(z) =

= S a»/* di f(z).
Si dice che g(z) è contenuta in (7(0) (e scriveremo g(z) Ç r̂(£f))

quando j vs | Ç j % j .

Si dice che g(z) è contenuta e aderente a g(z) (e scriTeremo
f̂(̂ ) G g{&)) quando, a partire da un certo indice k0 in poi (cioè

per fe^>&0) ogni lacuna (ph, qh) di r̂(s) contiene una e una sola
lacuna (ph, qh) di g[z).

L' andamento di j nx \ si pensa descritto dalla funzione S(x) che
ne pone in evidenza la cosiddetta « densità logaritmica » (2).

Sussistono i tre teoremi seguenti, dei quali il primo intende
valutare al disotto 1' andamento della somma S(x) ; il secondo

(2) Alla successione j ni | associamo il rapporto

p(x) = 2 — ; 2 - c*o Six) : log x.

Diremo, seguendo una locuzione classica, che | n\ | ha la densità loga-
ritmica positiva quando lim inf p(x) > 0, (se —* -f- oo).
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pone in relazione 1' andamento di una somma S{x) con quello
della somma analoga S(x) inerente alle componenti l acunar i con-
tenute ; il terzo stabilisée Pesistenza di componenti lacunar i la
cui somma S(x) ha un andamento che segue quello di u n a fun-
zione prestabilita, soddisfacente ad appropriate ipotesi.

2. TEOREMA L a ) P e r o g n i g(z) è S(x) —• -f- oo (x —^ -f- oo).

b) Se A(f) è f i n i t o , a l l o r a p e r o g n i g(z) è

(2.1) ylogx< S(x) « log x -*- C\ (Y = ïfo) > 0, x ^ x,)

(cioè la densità logaritmica di \nt\ è positiva).

c) E s i s t o n o f(z) c o n A(f) = + oo t a l i c h e p e r o g n i
loro componente g(z) r i s u l t a anco ra v a l i d a la (2.1) e
a l t r e f(z) con A(f) =:-i-cx3 che ammet tono c o m p o n e n t i
l a c u n a r i g(z) con \nt\ di d e n s i t à l o g a r i t m i c a n u l l a .

DlMOSTEAZIONE.

a) Sia \ph9 qh\ (fe = 1, 2, 3, ...) una successione di lacune
(H. O.). Indichiamo con L(x) il numero degli interi m<^x appar-
tenenti alle lacune cioè tali che ph <: m <c qh (h = 1, 2, 3, ...), e
con N(x) il numero degli indici %<Ix, dove ^ — i ^ ^ ^ p ^ (/ï-^i,
2, 3, ...) : allora risulta N(x) z=x — L(x). TIn noto teorema sulla
consistenza delle lacune, conseguenza del secondo teorema di A.
OSTROWSKI, garantisce che per ogni componente lacunare è veri-
ficata la relazione (3)

lim inf L(x)fx <z 1,

e quindi la funzione N(x) verifica la disuguaglianza

lim sup N(x)jx = 2T > 0 (T <£ 1/2).

Si puö supporre T <C 1/2 (altrimenti si assumerebbe T' < r).
Esiste una successione \xs\ tale che sia N(xf)>rxj, xs> (2/x)a;i_1.

Allora risulta

S(a«) — iS(a;*—j) = S — (almeno TÔ  — cc.-̂ j > xf_j termini)

(3) Yedere per. es. Gr. RICCI, loc. cit. in (*), a), p. 31.
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Ne segue

Ste) = S I T/2 -+- 0 ( 1 / ^ ) | = i • T/2 H- 0(1),

da cui Fasserto.

b) È noto che, quando l'ordine A(f) è finito, per ogni com-
ponente lacunare g(z) di f(z) è lim sup L(x)jx < 1 edi conseguenza
lim inf N(x)jx >> 0 per x —~ -+- oo (4).

Considerando os = ^ (1=1, 2, 3, ...) risulta lim inf l\nx = 2<r > 0
e quindi ï/% > o1 per l > Lo abbastanza grande.

Sia M>K^L& <nK+i <nK (t-+-2A(/*)); allora

S() ï ^ > S

- l o g L0)+0(1/L0)

= ff log üT -+• 0(1) ̂  a log (ffwx) + 0 1 )

= ff log TIK H- 0(1) = ff log ĵfC+1 H- 0(1)

^ < 7 l o g X - H 0(1).

Con Y(flf) opportuno è £(#) >: y log x per cc >• agt.

c) Costruiamo una /(^) con A(f) = -+- oo e tale che per ogni
sua componente (7(2) sia valida la (2.1).

Scegliamo una qualunque successione crescente j [xfc j di interi
jAft (fe z=r 1, 2, 3, ...) tale che siano soddisfatte Ie condizioni seguenti
(che sono compatibili fra loro come facilmente si verifica) :

i) 1 < lim inf \LhJhl/H < lim sup Ï H + 1 K = •+• °°

ü) ^+1 < P# s (cl > 1) iü) log ^ < c,h, (c2 > 0).

(Si puö assumere. per esempio, S ;> 1, [x1 = 1 e

= [8VJ + 1 per A 4= fc* (ft = 3, 4, 5, ...)

= PV* • YJ + 1 Per fc = *f (& •= 3, 4, 5, ...)

dove y , - - t - o o p e r J i - + o o ? T f t < ^ , log (Y2T3 - ï J = 0(fc)).
Sia S > 1 e j ph \$ la successione degli interi n soddisfacenti

ad una almeno delle disuguaglianze

(th/8 < n < [̂ 8 ( H = l , 2, 3, ...)

e j |JLh |ç' la successione complementare di | [i.h )§.

(4) Yedere G-. RTCCI, loc cit. in (*), a), p 31.



OSSERVAZIONI SUIXE COMPONENTI LACUNARI DEI-LE SERIE, ECC. 2 2 1

Ia base ad un noto teorema di Gk BOURION (5) si costruisca la
00

serie f(£f) = Sa t ta
n ultraconvergente lungo tutte e sole le succes-

o
sioni j mk \ a ciascuna delle quali si puö coordinare un S ;> 1
in guisa che \mk\ sia contenuta in | [^ is ' ; allora da lim sup

Sia S2 < liui inf fJt-A+1/̂  e g(z) la componente lacunare per la
quale j nt \ coincide con I Ï*A Is e poniamo

Allora è Sh co 2 log 8 e quindi per ogni [xAS < cc < t*.ft+1& risulta,
almeno per h^h0 conveniente.

da cui S(as) cvo 27* logS per fe — -+- oo.
Tenendo conto della condizione iii) e poi della ii), si trova che,

per h abbastanza grande, è

8{x) > c' log a7i > c" log (*ft+1 > c'" log x.

Sia (/(s) = S av̂
Vf una qualunque componente lacunare di f(z)

esiste T tale che la successione j v̂  | contiene (almeno per l abba-
stanza grande) la successione j fxA |T e la considerazione précédente
conduce alla (2.1).

TIn semplice esempio di funzione f{%) che présenta le propriété
A(f) = -t- oo e (2.1) per ogni componente lacunare, è fornito da

( «& 1 è la successione crescente degli interi v positivi soddisfa-
centi alla condizione u2 -+- u ^ v <; (u + l)2, ( w = l , 2, 3, ...).

Una funzione ƒ(£;) per la quale (2.1) non è valida si puö otte-
nere sostituendo alle condizioni i), ii), iii) Ie seguenti :

iV H+ilv-h ^ + o ° ü)' fc/log ^ — 0.

(5) Per questo teorema vedere : Gr. BOURION, Ann. Éc. IN"orm., loc.
cit. (*), p. 274 e per la forma nella quale è considerato qui : G-. RICCI,
Boll. U.M.I., loc. cit. in (A), p. 449.
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Infatti, fissato e > 0 arbitrariamente piccolo, ogni successione
! \**h \$ (̂  > 1) è ^ a l e C û e per va;tS <c x < /̂i4_1S e per h abbastanza
grande risulta

S(a;)/log x < S(oï)/log \*.h co c h/log y.h < e.

Si puö assumere, per esempio, f/.A = & !.

3. TEOREMA I I . S i a A(f ) = + oo.

a) Se p e r l a c o m p o n e n t e g{z) d i ƒ(#), con l a s u c -
c e s s i o n e d i l a c u n e \ph, qh\, e s i s t e u n a s u c c e s s i o n e
t % , v,• | t a 1 e c h e

(3.1) |aJ J

(3.2) 0 < lim inf vhjph ^ lim sup wA/gA-! < + oo,

a l l o r a d a ^(0) <Z ̂ (0) s e g u e

S (T = y(g, g) > 0).

b) F i s s a t i d u e n u m e r i r e a l i a e p t a l i c h e 0 < a<!
< p ^ l , e s i s t o n o ƒ(s) ( con A(f) = -H 00) c h e a m m e t t o n o
c o m p o n e n t i ^(0), g(z) p e r l e q u a l i s i v e r i f i c a

^ = lim inf §{x)IS{x) <L lim sup S(a;)/iS(aj) = p.

DlMOSTBAZIONE.

a) Osserviamo che, nel caso in cui phj(lk—1 si mantenga limi-
tato, Ie condizioni (3.1) e (3.2) sono soddisfaite tutte Ie volte che
in ogni tratto (gA_x, ph), (h = 1, 2, 3, ...) si puö scegliere un intero
wh tale che | o«>A l1/™*-* 1, e si puö assumere uh = vk = wh.

In ogni caso la condizione (3.2) dice che esistono due numeri
7] ;> 0 (abbastanza piccolo) e JST > 0 (abbastanza grande) tali che

Sia jpA , g/t I, (h = l, 2, 3, ...), la successione delle lacune della
componente lacunare g(z). Essendo g(z) Ç g(z), per /i abbastanza
grande è ph^pk<qh<Lqh e anche ^ <Luh ^vhjLph^ perche
se cosï non fosse per la (3.1) la differenza f{%) — g(&) = y(z) non
arrebbe raggio di convergenza > 1 ; di più, in forza del I I teo-
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rema di A. OSTROWSKI, essendo f(z) prolungabile dovrà esistere
un numero 8 >> 1 tale che

Ne segue, per h abbastanza grande,

ïk-i > 8 \ K > 8I*IP*/(tf fc-i) = cPklïk-i > (0 < c < 1).

Si osservi ora che esiste un numero T > 0, indipendente da h,
tale che, per h abbastanza grande, risulta

(3.3) log(PfJqh-i) > f log [phlqh-i).

Infatti, se {pJq^W^lIc, è log ( p j g ^ ̂  (1/2) log ( p j g ^ ) 5
s e (PklQh—iY12 < ^/CÏ essendo in ogni caso phlqh—x > %2vh/uh ^ 82, è
2 log S < log (jpft/gA_1)< log (Pulqn-Ù < 2 log(l/c), e quindi log (£*/<&-,)>
> | — log S / log c ! log {PtJq^).

La (3.3) risulta cosï dimostrata, quando si assuma per T il
minore dei due numeri 1/2 e —log S / log c.

A questo punto poniamo

Allora risulta Sk = log (pÜQu—x) -+- Ö(l/gfe_1), Sk = log (»».

jSia ĝ —i ̂ L& <Lqh\ ei proponiamo di confrontare fra loro Ie
somme

(3.4) "" ̂ l J "" „*"' / ' J'~_^ = _ =

La (3.3) ei dice che per k abbastanza grande è Sk I> TJS& -+-
-f- O(l/gA_1). Allo scopo di confrontare fra loro Sh' e Sh' suddivide-
remo l'intervallo (gA_j, jpA) in tre intervalli parziali :

. Eisulta 8h'>T8h', essendo Sh'^

2) uk^x<ph. È £;/:=„ S J e

o / y _2_ y
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3) qh-^x<uh. È Sh'^0 e Sh'^log(«,,/logqh-x) •+

I n ogni caso, essendo T ^ I / 2 , si puö scrivere

(3.5) Sh' > xSh' - log # - 0(1/^- ,) .

Le (3.4) unité alla (3.5) dànno

S(x) > xS(tf) — log K— 0(1), (essendo V 0(l/g,) = 0(1)),

e poichè S(x) - * + o o (per x —- -i- oo), risulta per x abbastanza
grande

S(x) > (T/2)S(X).

b) Sia | \Kh \ una successione crescente di interi txfe (/̂  = 1, 2,
3, ...) soddisfacente alla condizione

Poniamo

Fissato S > 1 , poniamo T = 8«, W = SP e siano | n ; ) (2 = 1,2,3,...)
la suocessione degli interi n per oui

w < (AfcS (fe = 1, 2, 3,...)

e | vs | (s = 1, 2, 3, ...) la successione degli interi v per oui

^ / S ' < v < M ' (fc = l, 2, 3,...)

dove il moltiplicatore 8' = 8'(fe) viene scelto con la legge seguente :

per (2fc)!<fo^(2fc-Hl)! 8'(fc) = x = 8»
per (2ft -4- 1) ! < h <: (2fc H- 2) ! 8'(fc) = w = 8P I ^ ~ X< "' d> •••'•

Posto

h s W8 < w < M)' h - Ws' <v <
S f t = S — , Sh= S I ,

risulta
SA CNÛ 2 log S e Sh CVD 2 l o g 8'.

Sia [x7?/8 ̂  x < [i-fc+JS. Per x - * + o o è

2Jt log 8 oo 2 Su ̂  S(flc) ̂  2 S, oo 2fe log 8.
« 1 1
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Poniamo

(2fc) KkS<2fc+l)! (2fc+l) ! < h ^ (2fc+2) !

r i su l ta pe r k —>•-¥- oo

<JU co (2fe) ! 2& . 2oc log S , <7u + l cvo (2& -+- 1) ! (2fc -+- 1 ) . 2p log 8,

S a8u = aM(l + 0(1/*)) , S «W, = «r„+l(l + 0(1/*)).
O 0M = 0

Per esaminare l7 andamento del rapporto S(x)/S(x) per [x&/S ^
< x < ^+i/S, suddividiamo tale intervallo in due intervalli par-
ziali :

Sia (2fc) ! < fc ^ (2fc -+-1) !. Eisulta

S(x) = 2 Su = <70 + »! -+-... Hh <!„_! H- ff
l ï t

= (2fc - 1) ! (2A; — 1). 2p log S (1 -+- 0(1/*)) -t-

-t-tfc— (2&)!|-2alogS(l-i-o(l)), per A; — H OO.

Ne segue che per a; — -4- 00 lungo quegli intervalli è

S(flc)/S(a;)=| ^ p-4- ^ ot|(l + o(l)) per fc — H-OO.

Poichè 1' espressione entro parentesi j ! al secondo membro è
decrescente al crescere di h nelP intervallo (2/c) ! < h ̂  (2* -+- 1) !,
basterà esaminare i casi h = (2fc) ! -+-1 e h = (2fe -+- 1) !.

Per h = (2fc) ! H- 1 = (2fc) ! (1 -»- ?)*), ( I I 4 = l/(2fc) !), è

S(x)IS(x) = j (1 — l/(2fc))p -t- <x/(2fc) ! | (1 H- o(l)) — p.

P e r ft = (2k -f- 1) ! è

S(œ)IS(x) = i (1 — l/(2fe)).p/(2& -4- 1) + (1 - l/(2& •+- l))a j (1 •+- o(l)) — « .

Sia ora (2fc — 1) ! < A < (2ft) !. R i su l t a

S(x) = S i§„ = ff0 -+- *i + - -*- *2*-* •+• ff',*-! »
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II ragionamento analogo mostra che il rapporto S(x)jS(x) si
esprime asintoticameiite mediante una funzione crescente al ere-
scere di h neirintervallo (2fc — 1) ! < h <£ (2fc) ! e che S(x)!S(x) — a
per h = (2fc — 1) ! -f- 1 e S\x)IS(x) — p per 7» = (2fc) ! .

2) ^ /S^<^S.

È S(x) = E Su -+• SA'.

Poichè è

0 < £;/<; 28 log S -t- o(l) per (2& + l ) ! < ^ ( 2 f c + 2)!

0 < §// ̂  2a log S H- o(l) per (2fc) ! < fo < (2fc ̂  1) !

0 < SA' ̂  2 log S -H o(l) e S(x) — -f- oo,

risulta

M = 1

= ÏS . /S S. (1 + 0(1)).

Si conclude che è

a = lim inf S(x)/S(x) < lim sup 8(x)IS(x) = p.

4. TEOREMA III. Si a ^(#) def in i ta per a;>0, pos i t iva ,

monotona non dec rescen te , de r i yab i l e e s ia

ty(x) - * + o o , xty(x) = 0(1) per x —̂  H- oo.

Es i s te una funzione f{z) u l t r a c o n v e r g e n t e di oui
u n a componente l a c u n a r e g(z) ver i f ica le p rop r i é t é
seguen t i :

i) rt(x) < S(x) < 4<x) (Y = T(flf) > 0)

ii) per ogni #(s) Ç

TW*) ̂  S(aX< S(ae) < K*)) (ï =

qua 11 do x è abbastanza grande.

DlMOSTRAZIONE.

1) Osserviamo subito che dall'ipotesi x$'(x) < K segue

(4.1)
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Quando è definitivamente &(x) ^ log se, il Teor. I I I rientra nel
Teor. I. Infatti dalla limitazione y log x < S(x) < log x segue
S(x) < <\>(x) ; inoltre per la (4.1) risulta

tyx)/K < log x -+- cjK

T^{x)l{2K) < y log x (per x :> x0)

e quindi

Inoltre per qualunque

per x abbastanza grande.
2) Sia ora <f(x') < log se' per infiniti valori x di se grandi

quanto si vuole. Costruiatno una f{z) che verifichi le proprietà
enunciate per g(z) e g{ë).

Fissato un numero 8, (1 < S < Min j exp (1/8), \ ! 1 -+- 1/K | ),
scegliamo una successione | pu \ (h = 1, 2, 3,...) crescente di interi
positivi nel modo seguente : detto *xh il minimo valore di x pel
quale è soddisfatta 1' equazione h = J/(se) (h = 1, 2, 3,...), poniamo

i**=[%/§]-
Per Ie ipotesi su <]>(#), ad ogni h abbastanza grande si puö

coordinare uno ed un solo seA tale che sia h — $(xh)t e risulta
xh = x(Jt), dove x indica una funzione monotona non decrescente
di h ; inoltre seA —̂  -+- oo e \ik —*- -h oo per /̂  —* H- OO.

Yediamo che la successione | \Lh | verifica la condizione
lim inf [x/l+1/ta7i > 1 : infatti f*A+i/̂ A cx̂  xh^l/xh e d'altronde è

e quindi

fc H- l < h -f- (»A+1 - xh) • JC/aïA

da cui

xh+jxh > 1 + l/A".

Consideriamo la successione [ ̂  |§ (/̂  = 1, 2, 3, ...) degli interi n
soddisfaoenti ad una almeno delle condizioni

Hl* < n < Ht (h = 1, 2, 3, ...) ;

esistono funzioni f{z) (prolungabili e) ultraconvergenti lungo la
successione j \*.h \§' complementare di | ph |§ e sia g(z) = 2 anz

nt

la componente lacunare per la quale \ nx \ coincide con [ (JIA j§ .
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Sia (JLAS < x <£ H ^ S . Allora risulta S(x) co 2h log 8.
Osserviamo che per la definizione di xh è

e quindi

<K§ )̂ ̂  h < +(S(*fc -+- 8), +(V*-H,) < * + K

da cui segue

<KW>) - 1 ̂  fc < KVJW-, + 8) - 1
(4.2) +(S|*M-,)/2 < fc < ^(V/!+l + 8) per fc ̂

Tja parte a sinistra della (4.2) ci dà, per x abbastanza grande,

S(x) > ^(x).

Consideriatno la parte a destra della (4.2). Per ipotesi è
x) < Kjx e quindi

e poichè (̂a;) —*- -+- oo e Kjx -+ 0, per h~>hx abbastanza grande
risulta (̂S[*A+1 + § )< 2^(S^+1).

Dalla (4.2) si ottiene allora

) (per k>f t , + l)

ed essendo JS(X) OO 2h log 8 e S < exp (1/8) si ha

S(x) < +0*0.
La componente g(z) yerifica dunque la proprietà i).
Sia g(z) una qualunque componente lacunare C (̂0) ; detta

' Pk> Qh i (ft = ij 2, 3, ...) la successione délie sue lacune è
Pk ̂ Pk < 3/Ï ̂  ĥï e ^ e possibile trovare un S' (1 < S' <; S) taie che

H*' <Pk < 3A < f**+i/8'-

Per la successione | us j degli interi u appartenenti a | ^ ($/ si
puö ripetere l'analogo ragionamento sostituendo 8' a S e risulta
verificata la limitazione per la somma S'(x) corrispondente a | us \

essendo j us \ CZ i vs ( CZ j Mi 1, la g(x) verifica ii).


