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Una nuova rappresentazione asintotica
dei poiinomi di Legend re mediante funzioni dï Bessel.

Nota di LÏÏIGI G-ATTESCHI (a Bari)

Sunto. - Si stabilisée una formula del tipo di HILB, per la valutazione
asintotica dei poiinomi di IJEGENDRE, determinando un secondo termine',
nel n. 3 se ne fa applicazione al calcolo degli zeri degli stessi poiinomi.

1. Per la valutazionç del polinomio Pn(cos Js) di
sussiste la seguente formula asintotica di HILB (!)

dove JQ(X) rappresenta la funzione di BESSEL di prima specie e
di ordine zero, e per il termine complementare <y(5r) si ha (2)

| o(ar) | < 0,09**, per 0 < ar < ~ ,

~ ïnT f -+- 0,394arw" 1, per ^ < r̂ < ^ .

Se poi osserviamo che,* per 7ij2n <; ^ < TT/2, è

e quindi

0,858^" *n~ f H- 0 ,394^~ I < f 0,358 - -+- 0,394\ ̂ n~ %,

potremo anche scrivere più semplicemente

t | <r(ar) ] < 0,09ar«, per 0 < ï < TÏ/2»,
(2) 5 1 3

- B, per TT/2^ < ar < ic/2.

Stabiliremo ora la nuova formula asintotica

(1) E. Hi-LBj Ueber die Laplacesche Eeihe, « Math. Zeitsch. », vol, 5,
(1919), pp. 17-25 ; vol. 8, (1920), pp. 79-90.

(2) L. G-ATTESCHI, Limitazione delVerrore nella formula di Hilb e una
nuova formula per la valutasione asintotica degli zeri dei poiinomi di
Legendre, « Boll. IJnione Mat. Ital. », (3), vol. 7, pp. 272-281.
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dove

(4)
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= Sr4 0(1), per 0 < ïr ̂  -K/2n,

La funzione (—-—J?P„(cos5f) soddisfa alla seguente equazione

integrale del tipo di VOLTEBJRA (8)

(5)
/sen

= J 0

dove

avendo denotato cou Y0(x) la funzione di BESSEL di seconda spe-
cie e di ordine zero, legata, come noto, alla JJx) dalla relazione

(7)

1 Yr

2 '" r\

essendo y la costante di BUIJBBO-MASCHEROKI.
Sostituendo la (1) nell'integrale a secondo membro della (5) si ha

/sen '

t
Isen t

ed osservato che è

(3) G-. SZEGÖ, Orthogonal Polynomials, « Amer. Math. Soc. Coll. Publ. »,
XXIII, ^Tew York, (1939), p. 207.
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otteniamo

(8)

^ ƒ Aft *)*ƒ, j (n -*- g) t j d* H- g ƒ Aft *)*(*)*• Jo j (n -i- l) t\dt
o

Per il calcolo del primo integrale a secondo membro della (8)
si osservi che esso conduce per la (6) al calcolo degli integrali

(9)
o o

Se teniamo conto délie note relazioni

(10)
dJM v

e delle analoghe per Ie funzioni Yv(̂ ), si ha subito

[f 1 ƒ

ed entrambe queste relazioni ei occorrono per la valutazione dei
due integrali (9).

Cosï pure avendosi per z —*• 0

ne segue
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e quindi

f'
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n

Ma per le (10) è

Jo(0) - 2

ed allora

(12)

Da questa segue appunto la

dove abbiamo posto

(13)

2. Per la valutazione di &(%) supponiamo dapprima che sia
0 <^<-KJ2n. Dalla (7) e dalle (11) ei ha

e quindi

= 0(1) log? +0(1).
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Osservato inoltre che

t-1 K t \2

{\sen t

avremo

= 0(1) [t2 log 5 dt H- 0(1) /Vd* =
./ f J

O ö
1

= O(lpA fz* log ̂  ds -H SÏ4 0(1),
o

cioè

ed è cosï provata la prima delle (4).
Per il caso izj2n <C ̂  < 7c/2 si tenga presente che quando 0—^00 è

= o(e~i), To(0) = 0(0—i)

ed allora il contributo delPiutervallo 0 < b<-KJ2n al primo inte-
grale della (13), tenuto conto che {n -+- l/2j3r > TT/2, è

TT/2»

f
/ /

01 U s ) " 21 ït* I T0(n^) I. I J0(nt) \ d t + o \ W " i I ft*J0*{nt)dt =

z=z 0 \ [n%)-J \ 0{n-4) = o{n~ hl).

Sempre felatiramente all' intervallo 0 < t < izj2n analogo con-
tributo si ha per 1' ultimo integrale della (13).

Per i contributi dell' intervallo (7T/2M<, Sr) si ha rispettiyamente :
Per il primo integrale della (13)

/2

= 0 ! U*)- i? W-ÏO^3) = oU" »f) ,

e per il secondo integrale

01 (»2r)"~ i j ƒ U i ) - U - ti
/27T/2n

= 0 i (»2f)- £ ! n-2O(Sy2) =



208 LTJIGI GATTESCHI

Abbiamo cosi provato che, per -nfón < ^ < TC • 2, è

5 ( 3 \

cioè la seconda délie (4).

3. Yogliamo in questo numero applicare i precedenti risultati
al calcolo degli zeri di Pn(cos Sr). A taie scopo conviene innanzi
tutto scrivere la (3) sotto un'altra forma, e basterà limitarci a con-
siderare l'intervallo it/2n < Sr <: -K/2, in quanto, in 0 <r ̂  ̂  Kf2n, non
cadono zeri di Pn(cos^).

Tenuto conto della nota relazione JQ'{x) = — J\[w) si ha dalla (3)

I sen «P„(cos a) = Jo

Sr2

con l neirintervallo

Ma è per x —• oo

*]**(* +2

i)

e quindi, per Ö~ <C Sr <c ̂

(«SF ï 1 =

e la (3) puö allora scriversi nella forma

(14) (?^)ïPl.(coBS) = J0Un + i ) s + - j H- o(sl»- f),
\ - / p ' 24|

ir/2» < Sr < Tc/2.

Per gli zeri Sr«,,, (r = 1, 2, . . . , n), di P„(cos Sr) valgono Ie limi-
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tazioni (*)

Ja, = l, 2, ..., »,

essendo ^ ,. P r-mo zero positivo di J"0(a;), (j'o, 0 = 0).

Dalla (14) si deduce che, fissato r, risulta

( 1\ * ^
n H- s srw, t. H ,n*r =jor -h O(n~*)

1 24(n-^)

e cioe

(15)

• - 5

1

24 (»+!)'

Corrispondentemente per gli zeri xny f di P„(x), posto

1 _, film
4 (

.2 •4

_^_ — I

si ha, fissato r,

da cui

(16)

Se si appl ica l a (16) al calcolo di xÏQi 1 e di xlGi 2 si h a

a j U ) , = 0,98940095..., xl6t 2 = 0,94457717...,

men t r e i va lor i con otto cifre decimal i esat te sono r i s p e t t i v a m e n t e (5)

0,98940093, 0,94457502.

(4) G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale, Bologna, (1948),
vol. I, pp. 201-203.

(5) A. IS". LOWAN, IS". DAVIDS, A. LBVBNSON, Table of the zéros of Le-

gendre Polynomials of order 1 — 16 and the weight coefficients for Gauss' Me-
chanical Quadrature formula, « Bull, Amer. Math. Soc. », 48, (1942),
pp. 738-743.


