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Alcune considerazioni sulle equazioni della elettrodinamica
nei corpi in moto traslatorio uniforme.

Nota di TiNo Zreurr (a Torino)
Sunto. - Come al n. 1.

1. - ¥ noto che se si considera un corpo C in moto traslatorio retti-
lineo uniforme con velocith costante v rispetto ad un sistema
inerziale S(z, 9, #), nell’ipotesi che esso sia eleftricamente e ma-
gneticamente omogeneo e isotropo anche dal punto di vista della
conducibilith elettrica, ed il suo comportamento elettromagnetico
sia definito dalle costanti ¢, p, s, allora, con riferimento ad un
altro sistema inerziale S'(2’, y’, #’) collegato col corpo mobile C,
i fenomeni elettromagnetici in esso sono retti dalle equazioni di
MaxwErwLy, che usando la metrologia gaussiana ed indicando con
un apice le grandezze elettromagnetiche che in esse figurano,
riferite ad S’, sono ('):

0B ote T =

5f = — ¢ rotp E, divps B =0,
(1) B @ dive D' = ¢

T +T=cr0tp:f?, -
(3) B=pH , D=<E , J=dF,

dove gli operatori differenziali rotp, divp: sono valutati conside-
rando variabile il punto P’.

Con riferimento, invece, al sistema inerziale S(z, y, #), rispetto
al quale le grandezze elettromagnetiche le indichiamo ora senza
apice, esse verificheranno le equazioni di Minrowsk1, da questi
ottenute applicando la legge fondamentale di covarianza delle
equazioni maxwelliane (1), (2), rispetto alle trasformazioni di
LorENTZ, € cioe

2B —

Sf = —crot E, | daiv B=0,
@ 2T ©) ) div T =

—aT+T:crotﬁ, =

(*) A. SoMMERFELD, Electrodynamics, P. IV, § 34 (New York, N. Y.
Acad. Press Inc. Publisers, 1952).
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dove &
{6) — —_—
79’—%’/\}77’:417—2—’/\3),
-_— — (o3 — ? 71» v v
(7) ]~Pv:V1_B3[E+E/\B— =< B ‘]a (.B=_c)o7
e si ha inoltfre
1-—» —_— —
® == T =TI VITE,

dove v X —f/ ¢ rappresenta la densitdh di carica di conduzione.

Ora, affrancandomi da ogni ipotesi semplificativa, mi propongo
di stabilire innanzitutto, in questa nota, un’equazione differenziale
alla quale deve soddisfare la densitd di carica p’ rispetto al sistema
inerziale S’ e di assegnare quindi la sua espressione generale, da
cui risulta che rispetto al sistema S la p’ si propaga mella dire-
zione del moto con velocith v e con un coefficiente temporale di

— T =@t
smorzamento uguale ad e ¢ .

In secondo luogo mi propongo di stabilire per le grandezze
elettromagnetiche —]_3’, T): l-f, E delle equazioni differenziali che
definiscono la loro propagazione mnel corpo mobile C. Esse, nel
caso particolare di un corpo dielettrico, in cui si supponga nulla
la conduttivitd elettrica o e nulla le corrente di conduzione —J: si
riducono all’equazione trasformata delle onde stabilita dal Prof.
LampPaRIELLO (?), Nel caso invece in cui si suppongano nulle
tanto la densith di carica p’ rispetto al sistema S’, quanto la den-
sitd di carica p rispetto al sistema S, si ha 1’equazione da me
stabilita in un precedente lavoro (®). Nel caso infine in cui si
supponga nulla soltanto la densitdh p’ si trovano le equazioni
recentemente trovate dal Dott. G. Carint (4).

(!) G. LAMPARIELLO, L’ equazione generale delle onde elettromagnetiche
dei corpi in moto, (« Rend. dell’Acc. Naz. dei Lincei », serie VIII, vol. X VII).

(®) T. ZruvLi. Sui fenomeni elettromagnetici nei corpi omogenes elettrica-
mente condutlori, in moto traslatorio uniforme, (<Rendiconti del Seminario
Mat. dell’ Universitd e del Politecnico di Torino », vol. 17, anno 1954-55).

(*) G. CariNi, Sulle equazioni di Minkowski per i condutlori in moto,
{< Rendic. dell’Istituto Lombardo di Scienze e Lettere», vol. LXXXVIII,
a. 1955).
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2. « Dall’ equazione (7) si ricava

- v V1—-p2 v v
9 E—i—z/\B—— p J—-p’l))+5><E-(—:,

e moltiplicando ambo i membri di questa scalarmente per ?/ c,
tenendo conto delle (8), si ricava ancora

—

(10 E %

mel
are

VI —8—p¢) ()

Sostituendo nella (9) si ha

-—

(1) F+  ANF = (VI=FT—¢7)

e quindi, per la prima delle (6},
_— -:I_J. e & P —— e -_—

(119 D+C-/\H_—__;(V1-—(5'2J——p"v).

Prendendo la divergenza (rispetto al punto P(x, y, 2)) di ambo
i membri di questa equazione, ricordando che 7 & un vettore
costante ed avendo riguardo alla seconda delle equazioni (4), si
ottiene,

— (3D — Y
div D_(d_t—’_J)X::J —Z V1= div J — grad ¢’ < v).

Ma dalla (8) si ha

_— —

Txv=cl—¢ VI— B
e dalla prima delle (6) in virtir della (10} si ricava

ec? I ,
Txv=cExv7="(Viog—¢);

L > & — 0P oo’
de—E(\/l—p’a—t-—) b—eVI—8y)=

€ R _— —
S(Vi—g*div J — grad ¢ <X v),

(®) Da questa equazione si deduce che nell’ipotesi che sia ¢'=0 ¢ p=0,
si ha B > = =0, ciod il campo elettrico risulta trasversale, cid che & con-
forme al risultato ottenuto in altro modo nella mia nota citata preceden-
temente.
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cioé, per la seconda delle (5), ed osservando che prendendo la
divergenza di ambo i membri della seconda delle (4), si ha

pdiv D L= 0p .=
——a-t———i—de—a—t—r-dw J =0,
si ottiene Y’ equazione

’

0 —_— [
(12) o+ grad p' <0+ - VI =0

che & P’ equazione che volevamo stabilire, alla quale deve soddisfare
la densitd delle cariche p' riferite al sistema inerziale S’, e nella
quale il gradiente di p’ va calcolato con riferimento al sistema
inerziale S(x, y, 2).
I’ equazione (12) si integra immediatamente osservando che se
si pone
o —
' —c V1@t
p=r" 9y, 2 te ¢
si ha per o* I’equazione
oo* —y
—a%—-;— grad ¢* < v = 0,

cio®, scegliendo I’ asse a mella direzione del mofo, si ha

op* op*
o Vo =0

il cui integrale & della forma

ot =pHa — i, y, 2).
Risulta allora
¢ s

(13) = —t, g, e e

dove p*(x, y, #) rappresenta la distribuzione spaziale delle cariche
nell’ istante iniziale, nel quale istante supponiamo che i due rife-
rimenti S'(&’, ¥, 2'), S(x, y, ) coincidano. Le cariche ¢’, riferite al
sistema inerziale S, si propagano dunque nella direzione del moto
con velocith v e con un fattore [di smorzamento che si annulla
soltanto quando la conducibilith elettrica ¢ & infinita, oppure la
costante dielettrica & nulla.

3. = Per ricavare ora le equazioni alle quali devono soddisfare
separatamente le grandezze elettromagnetiche B, D, H, E osser-
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viamo inftanto che risolvendo le (6) rispetto ad E ed H si ricava

/
- — v e
E=upk,+ko)D —Ek, E/\B’

—

(14)
H=c(hy+ ko) B +k o \D,
dove per sempliciti si & posto
1—p° g —1 ep — 1
W h=a=p 0 MTaemm o BT ampTrh=iok
. : v ) ,
e si & indicata con o« la diade H(—c , (_:)’ tale che, per esempio,
P popin?. T
c ¢

«D=H ( 2 .=
¢’ ¢
Ora, in virtu delle (), e tenendo conto del valore di p che si

ricava dalle (10), si ha

v — dﬁ v
rot (— N B ): P o’
dD\v | dD\v
rot (~/\D):(dlvD—W>E:(p—d——l_,)g=
1 (cD ,)9 dDwv__ 1 (g_ﬁ ,_.) dD v
Vizpec XU HP)eTdP ¢ cVi—pie TPY)TaP ¢
e dalla (14) si ricava pertanto
rot B = p rot [(k, + %,2) D | + k, ‘:TE 2,
(16) —
rot H =.¢ rot [(k.,+kloc)B]+cV1’_p2(;ocD+ P’ v )—k,d—
Si ha d’altra parte dalla (11)

G

— v —
\/1—-{32[M(k°+klm)D+ko p /\B]

I-—D
p v

17) J=\/1—B’+
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e le equazioni (4) in virth della (16) e (17) diventano

Xyl dB — —
'Y k,d—l?'u:—y«crot[(ko+kloc)D],
23D d’D’—. ks 5 —
48 2k, g \/TL—E? =cc rot [(k, + k) B] —
ky, v k —
{ S Y I SV
~vieg e Ny
Ponendo ancora
(19) y=k +kx , 5= a*‘kzd(i);’y

essendo y un operatore omografico e S un operatore differenziale,
combinazione lineare del simbolo di derivazione rispetto al tempo
e del simbolo di derivazione rispetto al punto P(x, y, #) nella
direzione 75,. definito dalla relazione

d o= 0 0 2
aPp "’ =%t yay""’zaz’

—_
dove w,, v,, v, sono le componenti cartesiane del vettore v, le
equazioni (18) si possono anche scrivere

20) sB= —pcrot(yD),

— k — — —
@) 5T+ —Y_ T corot(y F)m — 0 /\ L g
vi—g vicg VT TvT g

Applicando a sinistra di ambo i membri della (21) I’ operatore
¥, prendendo quindi il rotore di ambo i membri, tenendo conto
della (20). osservando che, per essere « omografia costante, gli
operatori y e ¥ sono permutabili, e che inoltre

rot (yS 3) — rot (3y Tf) =3Srot (y D),

v v dB\ v dB v
rot [Y(EABﬂ:k*’rOt(EAB) ko(dlvB—ﬁ) E:_ko iP ¢

)

o~

—
v,

’s:"'|"‘
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8i ottieme
— k - —
©2) 2B+ %3—2 s B + euc? rot [y rot (y B )]
_opkyt dﬁ—» ck,
\/1_p mgradp/\v__o
Ora si ha

ma

yrot (y B ) = ky? rot B + kk,[« rot B + rot (x B )] + k.« rot (x B );

—_— —

o rot (a—ﬁ):oc rot<—§>< % . %)

=oc{grad(_§x 1—;) A ’l—}] =0

—

ed

—_—

« rot B = rot§>< v

o]el

= [(rot B) A _12’

A = s+ ,rotB

_— —

rot(«-l_?»):rot(]-g”x % . %):grad (ﬁx 9) /\%
percid

Yrot(yﬁ): (k2 +kok,B?) rot B+k kl{(rot F) A 1—;+ grad(ﬁx %)]/\1—;

= Fy l rot B + k, (—
e
e quindi

ISR
)
mel
>
srel

—_ k& dBw\ v
rot[yrot(yB)]:E;: rot rot B + k, rot[(i——?:)/\?]z
cio®, osservando che

dB v\ w] &#B%vwv . (dB
rot{(dP c)/\;]: y E—le(

dB v\v
dP? dP ¢/ ¢
e che
dB v\ ddivB w
d”(ﬁé) ar ¢
risulta

———_— - @B
rot [y rot (y B)]= a}‘.‘[rot rot B -+ k, dPB;

olel
mel
e
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Sostituendo nella (22) dopo facili trasformazioni e semplifica-
zioni si ha infine

. la‘B —_— 5(’-—-1 0 d —\%—
(23) arY —A2B+C_’(1_——Qz—)(-—+a‘_P,U)B+
+c_2V1—- pz<dt+de B = T e vioE gzgradp Ao,

che & I’equazione che si voleva stabilire per il vettore B.
Assumendo Vasse x nella direzione del moto, ciod nella dire-
—
zione della velocita costante v, si ha ancora

, 18 — e —1 /2 9\%—
(23) ?_a—t—z-—AgB_F——__—C?(l—'ﬁ!) (" ’l)é-x‘) B +
G a g\ —
+czV‘1_Bz(at+vax)B ca\/l gradp /\v,

dove, a morma della (13), il vettore a secondo membro & mnoto,
quando si conosca la distribuzione iniziale delle cariche elettriche.

Ad urn’equazione analoga alla (23) soddisfa il vettore D del
campo: essa si ottiene applicando a sinistra di ambo i membri
della (20) Poperatore y e prendendo poi il rotore di ambo i membri.
Con calcoli analoghi ed osservando che & ora:

rot[yrot(yD —grotrotD-l—k rot[(gg 1—;)/\%]2,
t ‘121_’) -_"_;]_d’Dyi) ddlqu_va
rotlgp o) Nel=aP e ¢ dP ¢ o
1 , (3 —
dIVD=V1—p2<P ;C;va)
e
d div D v e

4P = = grad (div D) x -

[grad [ + gra.d (D )]

_\/1

si perviene all’ equazione

2 —
@ 1D aw—1 (a

¢ ar — 8D+ G

¥ (L BT T (¥ ).
c’\/l_—_;?(at+dpv)p_ c\/l—ﬁz at'v+c grad p
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4. = Le equazioni (23) e (24) nel caso particolare in cui le cariche
¢’ siano nulle, salvo le differenti notazioni, si riducono a quelle
stabilite da G. CarRINI nella nota citata. Da essa risulta che in
generale i vettori D e B del campo non soddisfano ad una stessa
equazione differenziale : cid avviene soltanto per o’ = 0. Poiche,
come s8i & visto o’ si propaga nella direzione del moto del corpo C
considerato con la velocith v di questo e con un fattore di smor-

¢ JiTEt

zamento e ¢ , si ha che i vettori f, D daranno luogo a
propagazione ondosa (in generale smorzata), che sard la sovrap-
posizione di quella determinata dalle cariche p e di quella definita
dall’equazione differenziale:

1o —1 (0 d —\2
(25) Az(l).: c—za—t—z——Az-—l-c—.z(l.—_—g{)(a—i-i—aP’l})—F

o ? d — .
ravispwrar v )e=o

cui soddisfano le componenti dei vettori 7-3: D in assenza delle
cariche ¢'.

Osserviamo ancora che, scegliendo per semplicitd I’asse x nella
direzione del moto del corpo C, dalle (14) si ricavano per le com-
ponenti del campo elettromagnetico i seguenti valori:

Ez——_lDw, Hx=1Bzﬁ
& o
B, =uk,D, + k8B, , H, =<k B, — k,8D,,
! B, = pk,D, — kB, , H, =<k,B, + k3D,

e, tenendo conto di queste, dalle (23) e (24) si ricavano per i vettori
E,H del campo elettromagnetico le seguenti eqnazioni:

- 1 ap'__> . ,
A’E_*;z—\u—__—ﬁ(ﬁv +cgra,dp),
(26) — 1 v
A2H= mgradp /\ _c'ﬂ

dove A, & Y’ operatore differenziale del 2° ordine che nella (25) &
racchiuso tra graffe. Confrontando con le equazioni (23) e (24) si ha

Ae B—H)=0,

A(D —E)=0.
Dunque, mentre nel caso piu generale i vettori —E, —1_)’, .E", Ti,
del campo soddisfano alle equazioni non omogenee (23), (24) e (26),
i vettori e B — H e D — ¢ K verificano invece l’equazione omo-
genea (25) che si pud considerare 1’equazione delle onde elettro-

magnetiche nei corpi in moto traslatorio uniforme con velocita
costante v rispetto ad un riferimento inerziale S(x, y, 2).

(27)



