BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

LUIGI MURACCHINI

Le trasformazioni puntuali che posseggono
rette ipercaratteristiche.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 11
(1956), n.2, p. 182-188.

Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1956_3_11_2_182_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1956_3_11_2_182_0
http://www.bdim.eu/

Le trasformazioni puntuali
che posseggono rette ipercaratteristiche

Nota di Luier MURACCHINI (a Bologna)

Sunto. - Si studiano le trasformazioni fra due spazi proiettivi per le quali,
in ogni coppia di punti corrispondenti, esiste una retta tale che le curve
ad essa tungenti vengono mutate dalla trasformazione e da uwna oppor-
tuna omografia tangente in due curve aventi contatto analitico del 3¢
ordine.

1. -« Consideriamo una trasformazione puntuale T fra due spazi
proiettivi S,, S, e sia (4, A) una coppia regolare di punti cor-
rispondenti. B ben noto (}) che esistono certe rette uscenti da A
in S, (e da 4 in S’,.) che diconsi rette caratteristiche della trasfor-
mazione T nella coppia (4, A). Fra le varie definizioni di retta
caratteristica, per cid che intendo esporre nella presente Nota,
riporterd la seguente: la retta a uscente da A & caratteristica se
ogni curva y di S,, passante semplicemente per 4 e ivi tangente
ad o viene mutata da T e da qualche omografia K, tangente a T
nella coppia (4, A) in due curve Ty e Ky, aventi in A contatto
analitico del 2° ordine. Come & noto fra le co” omografie tangenti
ve mne sono oo™~ ! che godono della proprietd richiesta; per tutte
le altre invece il contatto fra Ty e Ky & contatto ordinario del
2° ordine. Le rette caratteristiche uscenti da 4 in S, (o da 4 in S},
sono le generatrici base di un sistema di coni cubici (?) col vertice
in A.

Il ViLua () considerando piut generalmente due trasformazioni
T,, T, fra S,, S, aventi contatto d’ordine s assegnato in una
coppia comune (4, 4), ha studiato il modo di operare delle due
trasformazioni su di una stessa curva y di S, passante per 4, e di

tale questione si & occupato successivamente anche G. VaonNa ().

(*) Si veda ad esempio: M. ViLra, Le trasformazioni puntuuli fra due
spazi lineari, Note I, II, III, Rend. Acc. Naz. Lincei, 8 (4) 1948, 55.61,
102-106, 295-303.

() Si veda ad esempio: L. MURACCHINI, Trasformazioni puntuali fra
due spazi che posseggono uw’ unica congruenza di curve caratieristiche,
Rend. Sem. Mat. Univ. Torino, 12 (1952-53), 159-176.

() M. ViLLa, Direzioni d’osculazione e d’ iperosculazione di due tra-
sformasgioni puntuali, Boll. U.M.I., 3 (2) 188-195 (1947).

(*) G. Vaoxa, Elementi differenziali Jd’iperosculazione di due irasfor-
maziout puntuali, Boll. U.M.I, 3 (3), 40-46 (1948).
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Il presente lavoro appartiene anch’esso a tale ordine di idee. La que-
stione che qui ci si propone di esaminare & la seguente: a quali condi-
zioni, per una trasformazione T in una coppia (4, A), esiste una
retta a, uscente da A, tale che ogni curva y di S, uscente da A e
tangente ivi ad a viene mutata da T e da una omografia K,
tangente a T in (4, A4), in due curve Ty e Ky aventi in 4 con-
tatto analitico del 3° ordime. Una retta a cosifatta la chiamerd
retta ipercaratteristica di T in (4, A) e ’omografia K,, che, come

risultera, & unica, omografia ipercaratieristica.

Ebbene dimostreremo che: condizione necessaria (ma mon suf-
ticiente) affinché una refta a, uscente dal punto A sia ipercarat-
teristica & che essa sia generairice base doppia del sistema di cowi
che forniscono le rette caratteristiche uscenti da A. Inoltre dimostre-
remo che si presenta la seguente circostanza interessante: la pre-
cedente condizione necessaria in wna coppia, diventa anche sufficiente
se la si suppone verificata in ogni coppia e se r > 2; non & invece
sufficiente, anche se verificata in ogwni coppia, per r —2.

Le trasformazioni T che posseggono in ogni coppia una retta
ipercaratteristica godono di notevoli proprieta atte a caratterizzarle;
dimostreremo infatti che: le curve ipercaratieristiche, cioé quelle
che hanno in ogui punto come tangente la retta ipercaratteristica
uscente da quel punto, sono sempre reilte e la corrispondenza
subordinata fra due tali rette dalla T & proiettiva

Su tali proprietad si pud fondare la costruzione delle trasforma-
zioni in esame.

Infine osserverd che le trasformazioni T di cui si tratta sono
fra quelle per le quali, in ogni coppia, esiste un’ omografia tangente
la cui corrispondenza linearizzante & degenere di 1* specie (®).

Mi limiterd a trattare il caso r» = 3 perche in tale caso i calcoli
non sono inutilmente complicati, mentre Pestensione al caso r> 8
qualunque non presenta difficolthd, escluse le complicazioni for-
mali (8).

2, - Esamineremo in seguito, a parte, il caso » = 2. Consideriamo
dunque una trasformazione T fra due spazi ordinari S,(x,, x,, x;),

(°) I1 ViLLa ha conseguito recentemente risultati notevoli considerando
corrispondenze linearizzanti relative alla trasformazione data e a trasfor-
mazioni cremoniane osculatrici. Si veda ad es. M. ViLrLa, questo stesso
Bollettino, pag. 141.

(®) Del resto per I’estensione basterd utilizzare le formule gia stabilite
nell’ op. cit. in (?).
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S,E,, &, E;). Le lettere in parentesi indicano coordinate proiettive
non omogenee relative a riferimenti in cui si corrispondono le
otigini A4(0, 0, 0). 4.0, o, 0) in T. Le equazioni di T, sviluppate
in serie, secondo le potenze della «,, sono

3 3
(1) El =, + fl, m a"lm Xy Xy, ?l: myn a’t’mn 2,2, + [4]

con @y, == @'y, Oy = Oy = @y, €CC., (6=1, 2, 3) quando si
supponga che i riferimenti in S;, §; si corrispondano in una
qualsiasi omografia tangente. Lie equazioni della oo? omografie
tangenti sono poi:

@) E =l + M\, + Ao, + Aacg) ™Y

Ora cerchiamo le condizioni affinche la retta a, x, =, =0,
sia ipercaratteristica; consideriamo la curva y (limitatamente al-
Vintorno del 3° ordine) di S, uscente da A e tangente ivi ad a

J— 2 3
X, = 0, %% + kg

8]

Xy = ﬁzwsz + Bﬂw.«s .

Le due trasformate mediante T e una generica omografia tan-
gente sono:
J— 1 2 1
s & = oy + @) "+ (o3 + 20' 15 0 + 2a'55 B, + aly5p) )}
— 2 2 b4 >
(Ty) § &a=1(8, + a%3) " + (B + 2a% 3 @y + 26%,; By + @'y55) @5°
J— 3 R
( 8= a3 + @% 20" + (2070, + 207, B, + aly,) a?

ed
E = o, 2057 + (o5 — hgt,) a55°
tKy) By =B + (By — 23B,) ac,®
Gy — Aoy 4 (— Aoy — APy + ISAE A

Per avere il contatto analitico del 3° ordine deve dunque essere:

3) Q'3 == 0% = 01y = 0%y = @y, — 20" ; = 0% — 20, =0,
@) 33 =0%%;; =0,

(5) @35 = (@%35)°

(6) A= —20%;, A= —120a%. \y=—a%,.

Ma le retfe caratteristiche di I, uscenti da A4, sono le gene-
ratrici base della rete di coni cubieci:

3
(7 2, 0 Q —x;Q)=0 (w5, parametri)
1
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dove
3

Qi = flm a’ilm Xy Xy, -

Le (3) mostrano dunque che la retta a, x,=a,—0, & generatrice
base doppia della rete (7). Le (6) mostrano che & unica I'omografia
K, per cui Ty e Ky hanno in A4 contatto analitico del 3° ordine.
Assumendo i riferimenti in S;, S; che si corrispondano nella
omografia ipercaratteristica K, le equazioni di T diventano (fino
al 2° ordine):

2
(8) Ei = + ?l, m aily m L Lo -+ [3]'

Lia corrispondenza linearizzante relativa a K;, che ha le
equazioni
9) Xyl Xy =0 Q1 Qy,

¢ dunque degenere di 1* specie. La condizione (5) diventa ora

(10) %y, = 0.

8. = Hsaminiamo ora dapprima il caso » — 2. Semplici calcoli,
analoghi a quelli effettuati sopra per r =3, mostrano che: una
retta a & ipercaratteristica se & caratteristica doppia (cioé conta
per due fra le tre rette caratteristiche attualmente esistenti). Tale
condizione per ’ipercaratteristicitah di ¢ non & sufficiente nemmeno
se & verificata in ogni coppia. In tale caso infatti la T diventa una
trasformazione di 2* specie e da quanto & noto per le trasforma-
zioni di tale tipo risulta che esse presentano la particolarity
richiesta (cioé di avere in ogni coppia una retta ipercaratteristica)
soltanto quando le caratteristiche doppie sono rette (7) e questa
ulteriore condizione & sufficiente.

Veniamo ora al caso r = 3. Dimostriamo che:

Se in ogni coppia di punti corrispondenti in una trasformazione
T esiste una retia a base doppia della rete di coni cubici (7), avente
per generatrici base le relte caratterisiiche di T, allora a & iperca-
ratteristica e le relative curve caratteristiche sono rette.

Prima di dare la dimostrazione della proposizione ora enunciata
& necessario premettere la seguente osservazione: le equazioni (8)
della trasformazione T non sono canoniche poiche il riferimento

non & completamente fissato in modo intrinseco in S,. B facile

(") Si veda: L. MURACCHINI, Sulle trasformazioni puntuali di seconda
e terza specie fra piani proiettivi, Mem. Acec. Sci. Torino, 8 (1) a pag. 32
o segg. (1953). Si veda anche: F. SPERANzZA, questo stesso Bollettino,
pag. 210.
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verificare che, con un opportuno cambiamento di riferimento, si
pud fare assumere ai coefficienti a,,!, @, valori arbifrari salvo
che le forme Q,, Q, non siano identicamente nulle (]). Ma quest’ul-
timo caso si presenta per quelle trasformazioni che in ogni coppia
posseggono due piani di rette caratteristiche, esse sono state deter-
minate e studiate dal Crcy (°) e si pud verificare direttamente
che soddisfano all’enunciato dato sopra. HEscluderemo dunque tale
caso e, in virti dell’ osservazione fatta, potremo sempre supporre
che risulti
(1)

1 1
Ay Ogg
2

+ 0.

2
a'll alZ

Counsideriamo dunque ora una trasformazione T che in ogni
coppia di punti corrispondenti possegga una retta @, generatrice
base doppia per la rete di coni cubici relativa alle rette caratte-
ristiche di 7. Si vede subito che le equazioni di 7, fino all’intorno
del 2° ordine, relative ad una coppia generica si possono ridurre
alla forma (8), valendo la (11), se si esclude il caso indicato prima.
Associando ad ogni coppia 1 riferimenti per cui valgomno le (8) si
hanno per gli spostamenti infinitesimi di tali riferimenti le formule

dA, =0 Ay +w, 4, + 0,4, + o0, 4,
(12) (¢=0,1, 2, 3)
dB, ==, B, + 1, B, +7,,B, + 1, B,

dove A,= A, By=A e i punti 4,, B, rimanenti sono i punti
fondamentali dei riferimenti considerati sopra. Si ha, poiché i
riferimenti si corrispondono in una omografia tangente a T in
(4, 4):

(13) Ty, = 0, (=1, 2, 3).

Note formule (}°) che collegano le forme di PFAFF v,,, T7,, con
gli sviluppi locali (8), permeftono di giungere immediatamente
alle relazioni seguenti, che del resto si oftengono anche derivando
esternamente le (13) e imponendo a T le condizioni volute:

- — pl 1
Ty = Oy T Tpg + Wgp = €'y Wy o €y Wy

4 S | 1
(14) Tyr — Wy == C 3 W, - € gy g

Tal - 0)31 = 0.

(3) Oppure che lo siano tutte e tre le ,. In tale caso, se la circostanza
si verifica 1n ogni coppia, & noto che T s1 riduce ad una omografia.

{9) E Crcm, op. eit 1n (3), Parties II o I1I, Cas pro Pest. Mat. a Fys.,
75 (1950) 123-136 e 137-157.

(4%) Si veda Pop. cit. 1n (%) a pag. 164 e segg.
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" — p? 2
(147) Tig — Wy = €7y Wy + €73 Wgg
2 2
Tog ™ Way — Top + Wog == €7y Wy + C7gp Ve

Tge — 05, = 0.

1 — a 3
{14 Tig — 0y, = €3, 0y, + €5 0,
— 8 3
Teg — Wy3 == C%)p W) + €%y 0oy

Ty — Wag — Too + 0090 =0.

La direzione della retta a base doppia per la rete dei coni
cubici (7) & w,, = vy, =0 e si hanno le relazioni

{15) cilm = 2allm

che collegano le (14) con le (8).

La derivazione esterna delle (14) conduce a certe relazioni delle
quali scriveremo soltanto le seguenti che conducono al risultato
voluto :

Clip 05y = Clyy 05, = htng, + U0y,
(16) Chy 0y + €y o=y + oy,
(Tao — @3a0) + €11y 05y + €13 00 = hoogy + hwog,

(Tao — w3go) = C€%)3 g + €%y gy = Y0, + M Wy
Tenuto conto delle (11) e (15) si conclude che

(177 [93, g, 0g5] =[5y 035, 0,] =0

{177) [(T30 — 30) g) 5] =0 .

Le (17') significano che ogni curva definita dalle wy, = wy, =0,
cui & tangente in ogni punto A la retta a uscente da quel punto,

¢ una retta. Infatti per wy, —w,, =0 si ha:
A*A = (doyg + 0% + 03 050)A + (dorgg + ©5 05 + g5 055)4,

°
sicché risulta su ogni curva v, —w, =10

[4, dA, d*A]=0.

La (17”) mostra poi che la retta a & ipercaratteristica. Infatti
note formule gia ricordate (!') danno per il coefficiente ay;; delle

(*t) Cfr. Y op. cit. in (?) a pag. 165.
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equazioni (8) relative alla trasformazione in esame:

3 3 3 _
(18) 31 a5 g + G255 gy + @5 w05 | = dady; 4+ 0% (5 — T ) —

3 _ ) 2 __9p3 9,3 _
20355 (33— W)+ @35 T pF Q4 Typ— 2033005, — 203wyt 0y — Ty

e poiché attualmente a’;;= a';;— a’;; = a?,=a’; =0 in ogni
coppia, sicché anche:
daty; =0;

e dato inoltre che vale la (17”), il coefficiente di v, nel secondo
membro di (18) & nullo ; pertanto si deve avere

3
@y =10

ed & cosl soddisfatta la condizione (10). Il teorema & cosl comple-
tamente dimostrato.

Che la T subordini poi fra due rette wy,=w,=0 corrispondenti
una proiettivith segue subito se si tien presente che quelle rette
sono ipercaratteristiche e quindi la corrispondenza fra esse subor-
dinata da T & approssimata, in ogni coppia, fino al 3° ordine da
una proiettivith e pertanto & essa stessa una proiettivita.

La proprieth delle trasformazioni T sopra esaminate, di mutare
oo? rette di S; in oo® retterdi S, subordinando fra rette corrispon-
denti una proiettivitd risulta caratteristica quando si aggiunga la
condizione che in ciascuna di quelle proiettivitd si corrispondono
i punti di incidenza di una retta con quelle infinitamente vicine
e incidenti. La verifica non presenta difficelta. Ad esempio:
se le oo? refte di S; costituiscono una congruenza generale, sia
a(u, v) il punto di S; che descrive un primo fuoco e sia esso’ cosi
normalizzato che z, descriva ’altro fuoco. Analogamente in S, sia
y({u, v) il punto che descrive un primo fuoco della congruenza in
quello spazio e y, 1’altro fuoco. Allora la corrispondenza definita
dalla

X = x(u, v)+ wx,(u, v)
Y =y(u, v) + ny.(u, v)
con
w = o(u, v)w

«(u, v) arbitraria, & del tipo voluto, in quanto, come si verifica (*?)
subito, le caratteristiche du=—dv=0 sono generatrici doppie,
in ogni coppia, dei comi cubici che determinano le rette carat-
teristiche.

(#?) Si potranno utilizzare le equazioni a pag. 227 del lavoro di G. VAoNa:
Le trasformazioni fra due spazi che posseggono iperpiani di rette caratte-
ristiche, Rend. Sem. Mat. Torino, 12 (1952-53).



