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Inégalités ponr les dérivées des polynômes de Legendre.

Nota di DRAGOSLAV S. MITRINOVITCH (a Belgrado)

Snnto. - On indique quelques formules de majoration pour les polynômes
de LEGENDRE sur le segment [— 1, -H 1] et on les compare avec celles
de SANSONE et de PICONE.

NOTATIONS : 1° w = 0, 1, 2,... ; s = 1, 2, 3,... ;

2° Pn(x) polynôme de LEGENDRE ;

i n — s
— -+- 1, pourvu que n — s pair,

j n —s —1
j _+_ ̂  pourvu que n— s impair.

1. Considérons la formule de F. NEUMANÎT | cf. [1], p. 35 i

& l /s-4-fc— 2\ s )
33 S 1 ( 2 ^ - 2 s —«-+-5)P„_S_2^2 n (2» —2ft —2[*-H5)

ainsi que la formule suivante, correspondant à s = l,

avec
n ~ -+- 1, si n — 1 pair,

2

s-, si n — 1 impair.

Grâce à la relation bien connue

(3) | Pn(x) | < : 1 (n = 0, 1, 2,...), si - 1 < x <ç 1,

on obtient, à partir de (2),

d n ,
W dx In2 (n = Q, 1, 2,...), pourvu que -

Après la dérivation de Y expression (2), et mettant à profit les
inégalités (3) et (4), on établit

ç n* {n — 0, 1, 2,...), pourvu que — 1 ̂  x -<, -+- 1.



INÉGALITÉS POUR LES DÉRIVÉES DES POLYNÔMES DE LEGENDRE 173

En continuant ainsi, on trouve finalement :

= 0, 1, 2,...), si - 1 <:n7s,

ce qui est une estimation connue pour la dérivée dïPJdx* sur le
segment [— 1, -+- i], \ cf. par exemple [2], p. 189-190 !.

Dans le livre de TRICOMI { cf. [8], p. 195 i on trouve comme
« inégalité importante » :

| dPn(x)/dx j -<:n(n -+- l)/2, sur le segment [— 1, -+- 1], inégalité
qui donne une estimation plus précise, meilleure, que (5) pour 8=1.

2. Cependant, si l'on part de la formule de NETTMAMT (1), on
peut établir au lieu de l'inégalité (5) une autre qui permet de
serrer la dérivée du polynôme Pn(

x) de pins près.
Tous les coefficients

(8 -f- k - 2\
(2n — 2s — 4fc -h- 5) n (2n -

2

de Pn_,_SJHt , pour k — 1, 2,..., 2V, étant positifs, on peut écrire
l'inégalité

(6) j- tPB(a;) <
' dix —

N t /& _•_ ]ç O\ s 1

< S . (2» — 2s — 4AÏ -4- 5) n (2w - 2& — 2(JL + 5) ,

pour — K a g < + 1.
D' autre part, pour x=l, la relation (1) fournit

(7)

N

S
S "*" & T 2 ) (2n — 2s - 5) n — 2k — 5)

étant donné que
Pn(l) = l, n = 0, 1. 2,....

Les relations (6) et (7) conduisent immédiatement h l'inégalité

(8) ^ i ; -Ka;<

On peut calculer la valeur de
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par le procédé suivant. Prenons l'identité

(9) ( l - 2 ^ + i î)-
n=l

qui définit les polynômes de Legendre.
Si P on dérive (*) s fois par rapport à t les deux membres de

(9) et si l'on fait ensuite x = 1, on obtient

ou bien

— 2s 1

On en tire

(10)

s ! /n
U

Par suite, la relation (8) devient

. s ! n •+- s
s

(n = 1, 2,... ; s < n).

Étant donné que s <I w, on a

w(w — 1) {n — 2)... ( » - s + l ) < ns

< (2»)*,

ce qui permet &' établir, à partir de (11),

(12)

( » = 1 , 2,...; s<n).

Pour les valeurs élevées de n et pour les valeurs suffisamment
petites de s par rapport à n, on peut, toujours partant de (11),

(*) La justification de ce procédé se fait sans difficulté.
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établir la formule approximative que voici :

(13) max
n1

(n grand, s <<r n).

3. À partir de l'inégalité (11) on peut obtenir une autre que
nous allons établir dans ce qui suit. Si l'on pose n — s — 1 à la
place de n dans (11), on admet

- — s — 1\ (n - 1
s

Pour que la dernière inégalité ait un sens, il faut que

n — s — 1 > s, n — 1 I> s,

ou bien

— 2 s < n — 1.

» — 1
Ces deux inégalités se remplacent avec la suivante s <. —«— ,

ou, ce qui revient au même, n > 2s -+- 1.
Si la dernière condition est remplie et étant donné que

n "~ s "" — 8 — 2) ... {n — 2s)

(15)

on trouve

- 1
s

n — s — 1
s

(n — 1) (M - 2)... (n — s)

S j — S !

en majorant par n chacune des différences suivantes

n '- 1, w — 2 , . . , n — s, n — s — 1,..., n — 2s

figurant dans les produits qui se trouvent dans les seconds mem-
bres des relations (14) et (15).

Ainsi, nous obtenons l'estimation suivante pour les dérivées
du polynôme PJx) de

_
dxsJ

i ] .

avec
n > 2s -H 1, (n, s nombres naturels).
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Par suite, on a l'estimation

— 2^7!" & € [— 1, -+-1], w > s.

En partant de la dernière relation on peut aussi obtenir la
formule (13).

4. En passant, on peut mettre en évidence une identité four-
nissant les faits indiqués plus haut.

L'identité en question est la suivante
N i /s -+- k 2\ s )
S )(2n — 2s - 4fc H- 5) n (2n - 2k — 2^ + 5)

fc=l ' \ s * I UL=2 '

avec s <n et
— s

) si n — s pair,

1- 1, si n — s impair.

5. Après la rédaction du texte précédent de cette Note, nous
avons rencontré un résultat de G. SAKSO^B [4], et celui de
M. PICONE (2) [5].

Gr. SAKSOISTE, dans la Note précitée, a montré, en suivant une
voie simple et élégante, que

(16) <-T , x€[-l, +1].
si

II a fait voir, de même, que Ton a

(17) - î i ^?(n — l)(n - 2)... (n - s

(s = 2, 3,..., n).

M. PICOKE [5] a donné une formule de majoration pour
| dsPn{z)/dzs | , valable dans tout le plan complexe de la variable s.

Cette formule a la forme suivante

(18)
(2n — 1) ! !

1)"-,

(2) Nous sommes redevables k Monsieur le Professeur Gr. SANSONE qui
a attiré notre attention sur la Note de PICONE.
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avec
( n(n — 1)... (w-5 + 1), pour s > 1 et n > 1,

( n ' *)=\l, pour 8 = 0.

À la suite de la Note de PICONE indiquée plus haut, A. COLTJCCI

a montré, dans une Note intéressante [6], l'origine vraie du résul-
tat de PICONE.

En comparant les formules de SANSONE et de PICONE avec les
nôtres, on arrive aux conclusions que voici:

1° Notre formule (11) donne une estimation qui informe mieux
que la formule (16), due à SANSONE, formule que nous avons
déduite, d'ailleurs, comme un cas particulier de la formule (11).

En ce qui concerne les formules (17), on peut faire une obser-
vation analogue.

2° La formule (18) est très générale, puisqu' elle est valable
dans tout le plan de z. Mais si Ton a besoin de donner une esti-
mation, assez précise, pour | dsPn(x)jdxs | sur le segment [— 1, -+- 1],
la formule de PICONE n' est nullement commode. Par contre, nos
formules permettent de serrer | dsP„(x)/dx'i | de plus près que ne
le fait pas la formule due à M. PICONE. Les exemples numériques
le confirment le mieux.

Partant de ces faits, nous pensons que nos formules de majo-
ration peuvent être utiles à côté de celles de SANSONE et de
PICONE, car elles s'obtiennent immédiatement, par une voie directe
et élémentaire.
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