BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

GUIDO ZAPPA

Sui gruppi finiti risolubili per cui il
reticolo dei sottogruppi di composizione é
distributivo.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 11
(1956), n.2, p. 150-157.

Zanichelli
<http://wuw.bdim.eu/item?id=BUMI_1956_3_11_2_150_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1956_3_11_2_150_0
http://www.bdim.eu/

Sui gruppi finiti risolubili per cui il reticolo dei sottogruppi
di composizione & distributivo.

Nota di Guipo Zaprra (a Firenze)

Suato. - Si dimostra che condizione necessaria e sufficiente affinché 1l reticolo
dei sottogruppi di composizione di un gruppo finito risolubile sia
distributivo é che tutti i sottogruppi di SyLow del gruppo siano ciclici.

I gruppi pei quali il reficolo dei sottogruppi & distributivo sono
stati caratterizzati da O. ORE [6], mentre quelli per cui tale reti-
colo & modulare sono stati determinati da K. Iwasawa [4, 5]. I
gruppi pei quali il reticolo dei sottogruppi & sopramodulare, e
quelli per cui tale reticolo & sottomodulare, sono stati studiati
rispettivamente da S. Saro [8] e da N. Iro [3], mentre R. BAER [1}
e M. Suzukr [9] si sono occupati dei gruppi per cui il reticolo dei
sottogruppi & autoduale, e G. ZacEER ha determinato i gruppi
finiti risolubili per cui tale reticolo & complementato [12] ed i
gruppi finiti per cui esso & relativamente complementato [11].

Non mi consta, invece, che si sia sino ad ora tentato di carat-
terizzare i gruppi per i quali non il reticolo di tutti i sottogruppi,
bensl quello dei sottogruppi normali, o quello dei sottogruppi di
composizione, verifica particolari condizioni. Il reticolo dei softo-
gruppi normali di un gruppo &, come & ben noto, modulare, mentre
quello dei sottogruppi di composizione & sottomodulare. Si pongono
allora, in primo luogo, i problemi di determinare i gruppi per
cui il reticolo dei sottogruppi normali & distributivo, quelli per
cui il reticolo dei sottogruppi di composizione & modulare, e quelli
per cui il reticolo dei sottogruppi di composizione & distributivo.
Naturalmente, tali problemi acquistano interesse solo per gruppi
che contengano « molfi» sottogruppi mnormali o di composizione,
altrimenti si ottengono risultati banali.

In questa Nota, mi occupo dell’ultimo problema indicato, carat-
terizzando, tra i gruppi finiti risolubili. quelli per cui il reticolo
dei sottogruppi di composizione & distributivo. Dimostro precisa-
mente (n. 8) che condizione necessaria e sufficiente affinché il reticolo
dei sottogruppi di composizione di un gruppo finito risolubile sia
distributivo & che tutti ¢ sottogruppi di Sylow del gruppo siano ciclici.
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I gruppi finiti a sottogruppi di Svyvow tutti ciclici sono stati
caratterizzati da H. ZassENHAUS [14] e studiati a fondo da
K. Hoxpa [2[. I sottogruppi di composizione di un gruppo sono
stati studiati da H. WieLanxpr [10], il quale ha tra 1’altro dimo-
strato che essi formano un sottoreticolo del reticolo di tutti i sot-
togruppi di un gruppo.

Indicheremo con ¢(G) il reticolo formato dai sottogruppi di
composizione di G.

1. Osserviamo in primo luogo che, come del resto & pressoche
evidente :

Se G & un gruppo finito risolubile con o(G) distributivo.e A e B
sono sottogruppi normali di G con A D B, anche ¢(A/B) & distributivo.

Infatti, se H & un sottogruppo di composizione di G tale che
A D HDD B, esiste una catena normale 4 DA4,DA4,D .. DH, di
estremi 4 ed H. Ma allora la catena A/B, A,/B,... H/ B & una catena
normale di 4/B, onde ciascuno dei sottogruppi 4,/B, 4,/B, ..., H/B
¢ di composizione per A/B. Viceversa, invertendo il ragionamento,
si vede che se H/B & un sottogruppo di composizione per 4/B, H
¢ di composizione per 4, e quindi per G. Si ottiene pertanto una
corrispondenza biunivoca tra il reticolo L dei sottogruppi di com-
posizione di G contenuti in A e contenenti B, e quello dei sotto-
gruppi di composizione di A/B. Tale corrispondenza, conservando
le relazioni di inclusione, & un isomorfismo. B poiche il reticolo L,
quale sottoreticolo del reticolo distributivo ¢(G), & distributivo,
tale deve essere ¢(4/B), c.d.d.

Mostriamo ora che:

Se G & un gruppo finito risolubile, ed & o(G) distributivo, G &
supersolubile.

I1 teorema & evidentemente vero se il numero k dei fattori
primi (distinti o no) dell’ordine di G & 1, o 2. Possiamo pertanto
procedere per induzione rispetto a k,

Se M & un sottogruppo normale minimo di G, si ha, 1n base al
risultato precedente, che ¢(G/M) & distributivo; e poiché il numero
dei fattori primi di G/M & <k, G/M, per Pipotesi di induzione,
¢ supersolubile.

I1 sottogruppo M @ abeliano elementare, e pertanto ogni suo
sottogruppo & mormale in esso, quindi di composizione in esso e
in G. Ne segue che il reticolo dei sottogruppi di M, quale sotto-
reticolo di o(G&), & distributivoe. Ma allora, per un noto teorema di
OreE [6], M & ciclico; ed essendo M d’altra parte abeliano elemen-
tare, si ha che esso ha ordine primo.
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Poich® G/M & supersolubile, ed M ha ordine primo, si ha subito
che G @ supersolubile: infatti, se G/M, G,/M,.., G,—,/M & una
serie principale di G/M (necessariamente ad indici tutti primi),
G, Gy, .,, Gy, =M, E & una serie principale di G, anch’essa ad
indici tutti primi. Il teorema & quindi provato.

Dimostriamo ora che:

Se G & un gruppo finito risolubile, ed & o(G) distributivo, ogns
sottogruppo di Sylow di G & ciclico.

Anche ora procederemo per induzione rispetto al numero, k&
dei fattori primi (distinti o no) dell’ordine del gruppo.

HEssendo G, per la proposizione precedente, supersolubile, detto
P P2 ... P,%(P, > py > ... > p, numeri primi distinti) 1’ ordine di G,
si ha [13, 7] che G contiene un sottogruppo normale P d’ordine p,.
Per la prima proposizione di questo n., & o(G/P) anch’esso distri-
butivo, onde, per l’ipotesi di induzione, G/P ha i sottogruppi di
Syrow tutti ciclici. Poiche, nell’omomorfismo di G su G/P, ogni
sottogruppo di SyLow di G di ordine primo con p, si muta in un
sottogruppo di Syrow di G/P, ad esso isomorfo, i sottogruppi di
Syrow di G d’ordine primo con p, risultano ciclici.

L’unico sottogruppo di SyrLow di G d’ordine p,» & P. Ogni
sottogruppo di P & di composizione per P (perché P & un p-gruppo)
e quindi, essendo P mnormale in G, ogni sottogruppo di P & sotfo-
gruppo di composizione anche per G. Ne segue che il reticolo
dei softogruppi di P & un softoreticolo di ¢(G) e quindi &, al
pari di esso, distributivo. Ma [6], se un gruppo finito ha il reti-
colo dei sottogruppi distributivo, & ciclico, onde P, al pari di ogni
altro sottogruppo di SyrLow di G, risulta ciclico, c.d.d.

R noto [14] che un gruppo finito a sottogruppi di Syrnow tutti
ciclici pud generarsi mediante due elementi a e b, di periodi m
ed n primi tra loro, con m > 1, e tali cheba b~ —=¢a’, conr — 1
primo con m e r* =1 (mod. m), e viceversa.

2. Vogliamo ora invertire 1’ultimo risultato, dimostrando che
1l reticolo dei sottogruppi di composizione di un gruppo finito ¢ cui
sottogruppi di Sylow siano tulti ciclici & distributivo.

Sia G un gruppo finito, d’ordine p xp,: ... p,%(p, > p, > ..=> P,
numeri primi) a sottogruppi di Syrow ftutti ciclici. Allora G &
sicuramente supersolubile (!), quindi dispersibile [13, 7], e pertanto

(1) Infatti, G & risolubile, come discende subito dal risultato di ZAssEN-
HAUS [14]. Inoltre, un sottogruppo normale minimo di G, dovendo essere con-
tenuto in un sottogruppo di SyLow di G stesso, & ciclico, quindi di ordine
primo. Di qui, procedendo per induzione, si deduce che G & supersolubile.
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contiene un sottogruppo normale P, d’ordine p,». Dimostriamo ora
il seguente:

Levmma. - Se H & un sottogruppo di composizione di G non con-
tenente P, H appartiene al ceniralizzante di P.

Supponiamo, in un primo tempo, che, entro una serie di com-
posizione X di G passante per H, questo sia il primo sottogruppo
che non contenga P. Sia D il sottogruppo, necessariamente con-
tenente P, che precede H in X. Essendo G supersolubile, H
ha indice primo in D, e quindi & massimo in esso; si ha per-
tanto D= P ] H. Essendo sia P che H unormali in D, si ha

D P H .
P_[]—H:PHHXPHH' Se y & un generatore di P, e n un

qualunque elemento di H, si avrd allora #n—'y4 == vk, con k elemento
di P[] H. Ma per ipotesi, si ha P [} HC P, onde k & della forma
y'p, e pertanto sard n—'yn—=y'*®. Allora, avendosi (1 + lp,)"‘f’zl
(mod PTI), si ha -,,—pf‘mp'f‘:% onde % induce in P un automorfismo
d’ordine potenza di p,. D’altra parte, essendo P abeliano, il cen-
tralizzante C di P contiene P sfesso, e quindi I’indice v di C in G
é primo con p,. E poiché v eguaglia 1’ordine del gruppo degli
automorfismi indotti in P dagli elementi di G, si ha che 1 auto-
morfismo indotto in P da n deve avere ordine primo con p,. Tale
ordine, d’altra parte, deve, come si & visto sopra, essere potenza
di p,, quindi & uguale ad 1, onde %, e con esso ogni elemento
di H, & permutabile con ogni elemento di P, & pertanto H & in C,
come si voleva.

Se poi H, entro una serie di composizione X cui appartiene,
non & il primo sottogruppo che non contenga P, esisterd in X%
un sottogruppo H,, contenente H, ma non P, e tale che il sotto-
gruppo che lo precede in X contenga P. Allora, il ragionamento
precedente mostra che H, & contenuto nel centralizzante di P. A
maggior ragione vi sarad contenuto H. Il lemma e quindi provato
in ogni caso.

3. Passiamo ora a dimostrare il teorema enunciato all’inizio
del n. prec. Sia pertanto G un gruppo finito a sottogruppi di
SyrLow tutti ciclici e sia p,ap,%..p 2% (p, > p, > .. >p, numeri
primi) il suo ordine; vogliamo provare che ¢(G} & distributivo.

11 teorema & evidentemente vero quando il numero dei fattori
primi (distinti o no) dell’ ordine del gruppo & uguale a 1. Dimo-
striamo pertanto il teorema per induzione rispetto al numero dei
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fattori primi (distinti o no) del suo ordine. Sia P il sottogruppo
di G d’ordine p,», necessariamente normale.

Supponiamo, in un primo momento, che P appartenga al cen-
tro di G. Allora, detto B un sottogruppo di G d’indice p,* (neces-
sariamente esistente per un noto teorema di P. HaLrn, essendo G
risolubile), si avra G = P < B (onde B risulta unico del suo ordine).
Hssendo gli ordini di P e B primi tra loro, il reticolo dei sotto-
gruppi di G & il prodotto cardinale dei reticoli dei sottogruppi di
P e B, e quindi, comunque s1 prenda un sottogruppo A di G, si
ha A=(4 [} P) U (4 ) B). Inoltre, A & normale in un sottogruppo
S di G che lo contenga se e solo se sono normali in S tanto 4 [} P
che A [} B, ossia se e solo se A [| P e A [] B sono rispettivamente
normali in S[) P ed S|[) B. Di qui segue facilmente che A & un
sottogruppo di composizione di G se e solose A [} P e 4 [} B sono
rispettivamente sottogruppi di composizione di P e di B. Di con-
seguenza ¢(G) & il prodotto cardinale di ¢(P) e o(B); e poiche sia
9(P) che o(B), per I'ipotesi di induzione, sono distributivi, anche G
lo &, come si voleva.

Potremo quindi, d’ora in poi, limitarci al caso in cui P non
appartenga al centro di G. Per provare che o(G) & distributivo,
occorre e basta mostrare che, se X, Y e Z sono fre sottogruppi di
composizione di @, si ha

(1) XUNnNz=XN2U(x¥nN2

Dato che la formula precedente ¢ simmetrica rispetto ad X e Y,
basta dimostrarla nei seguenti casi:

@) X2P, Y2P, Z2P
by X PP, YDP ZDP
) X2P, Y2P, ZPP
d XIOP, YPP, Z2P
e) X.pP, YDP, Z2DP
i X:DP, Y2P, YPP

. e X = Y - Z
Nel caso @) i sottogruppi X:P » Y=15, Z:f’ sono sotto-
Lo .. . G . G -
gruppi di composizione di P e poiche Pha anch’esso 1 sotto-

gruppi di Synow tutti ciclici, e il suo ordine ha un numero di fat-
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G
tori primi minore che quello di G, si ha che ug(P) & distributivo, per

Y’ipotesi di induzione. Sara pertanto (X|JY)NZ=XNZ) U (YN 2)

P
e il reticolo dei sottogruppi di composizione di G contenenti P.
Nel caso b), per il lemma (n. 2), X, Y, Z sono nel centraliz-

da cui segue la (1) a causa dell’isomorfismo intercorrente tra cp(—q>

zione di C; e poiché. nelle nostre ipotesi, il teorema vale per C
{che ha anch’esso sottogruppi di SyrLow tutti ciclici e non coincide
con &), si ha subito la (1).

Nel caso c), avendosi, per il lemma (n. 2), ZC C, cioe Z=Z[) (,
ofteniamo :

) XUuynnz=@uyvnenz=xyrncinz.

Ma poiche X, Y. C contengono P e C & mormale in , quindi
anche di composizione, si avra, per il caso a):

3) XUyrne=xneu(no
Dalle (2) e (3) segue
“) Xyynnz=xnayErnoinz

e poiche X[} C, Y[} C sono sottogruppi di composizione di G, e
sono contenuti in C al pari di Z, per essi si avra (in base al caso b)),
tenuto anche presente che Z=7(]C:

¢ [Xpouaxnomnz=xnen2uxnens)=
=&XN2)N(YN2)

Dalle (4) e () segue allora la (1).
Nel caso d), avendosi, per il lemma, X & C, Y & C, quindi
XUYCS C ossia X|JY=(X| Y)[C, otteniamo:

©) XUNNZz=xUnNncenz=xynncnz

e poich® X, Y, C[) Z sono in C, si ha per il caso b), tenuto anche
presente che X1 C=X, Y[ C=7Y:

) Xuynnena=Exnecnzulirnien2))=
=ENCN2HUEXNCNZ)=XN2Z)U(YN2).
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Dalle (6) e (7) seguono la (1).
Nel caso e) si ha, essendo X|J Y2 Y2 P, quindi XY Y)Y P=
=XU7Y:

(8) XUy nNz=&xyrurinz
e poiche X |J P, Y, Z contengono P, si ha, per il caso a):
(9) (XUyPUYINZ=[(XUPYNZIU(YN 2)

Ma P, quale sottogruppo normale in G, & permutabile con X
avendosi Z 2 P, vale allora per X, P, Z la relazione di DEDEKIND :

(10) XyprPnNz=ryEnaz

Dalle (8), (9), (10), segue, tenendo presente che YO P, Z D P,
onde Y1 Z 2 P;

XUYNNZz=PUEXNAHUIYNZ)=XN2UIPU(XN2Z)]=

=XN2)yxnaz,
cioe la (1).

Infine, nel caso f), essendo PC YC X YV, quindi XY P=
=X Y, si ha:

) @EUYNZz=Xuyupnz=xyriyurinz
e poiche X |JP 2 P, Y 2D P, si ha per il caso ¢):
12) [(XUPYUTYINZ=[XUP)NZIU(Y2).

E poiche X, Z, per il lemma, sono in C al pari di P, si ha
per il caso b):

(13) XUrPNz=XN2)UEN2).

Dalle (11), (12), (13) segue

(14) XUNNZ=EXN2HUFPN2ZHUN2)

e poichte YO P, si ha che Y[} Z 2 P[] Z, onde la (14) diviene
EUNNz=xN2U(EN2

cioé la (1). I1 teorema & quindi dimostrato in ogni caso.
Possiamo pertanto concludere che:
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Condizione mnecessaria e sufficiente affincheé il reticolo det sotto-
gruppi di composizione di un gruppo finito risolubile G sia distri-
butivo, & che ogni sottogruppo di Sylow di G sia ciclico.
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