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Sulle condizioni sufflcienti per F equilibrio di un sistema
materiale, dedotte mediante il princïpio dei lavori virtuali.

Nota di FRANCESCO SBRAKA (a Genova)

Sunto. - Una dimostrazione délia « sufflcienza » del principio dei lavori
virtuali per V equilibrio di un sistema materiale, fondata su particolari
ipotesi, e data delV A. nel 1953, fu in seguito generalizzata dal Prof.
CARLO CATTANEO. Facendo nuove ipotesi, analoghe a quelle del CATTANEO,

quest'ultima dimostrazione viene ad essere sensibilmente semplificata.

1. In una breve Nota, pufoblicata in questo Bollettino, (') ho
dato una semplice dimostrazione, fondata sul teorema dell' energia,
•délia proprietà di un sistema di punti materiali, (in numero finito),
di restare in quiète, se le velocità iniziali sono nulle ; mi limitavo
perö a considerare il caso in cui i vincoli siano bilaterali, e Ie forze
{attire e vincolari) non dipendano esplicitamente dal tempo (*).
La dimostrazione era ottenuta facendo uso soltanto delle seguenti
disuguaglianze :

dove mt indichi la massa generica vt la sua velocità ; e della varia-
bile s definita da

t

o

In seguito il Professore CARLO CATTANEO, considerando ancora
nn sistema formato da un numero finito di punti materiali, e ser-
^endosi nuovamente delle (1), (2), riusciva (3) ad estendere la dimo-
strazione al caso di condizioni più generali per i vincoli e per Ie
forze attive (4).

(1) Serie I I I , anno V I I I , Giugno 1953, pp . 123-127.

(2) Di un 'a r t ra ipotesi mi servivo, cioè che l ' i s tante iniziale, t — 0, non
fosse punto di accumulazione (destro) pe r gli eventual i zeri nel l ' energ ia
•cinetica T(t), in u n possibile moto del sistema, a par t i re da £ — 0.

(3) Oltre che a togl iere la restrizione per T(t).

(4) CARLO CATTANEO, Sulla « sufficienza » del principio del lavori vir-

tuali air equilibrio di un generico sistema materiale, « Rendiconti di Mate-
matica e delle sue applicazioni » Serie V, Vol. XIII, Fase. 3-4, Roma, (1954).
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Nelle righe clie seguono mi propongo, facendo ipotesi analogher

di ottenere qualehe semplificazione nel procedimento adottato dal
Prof. CATTANEO ; e inoltre di rilevare come il risultato conclusivo
dello stesso A. fosse già in germe contenuto nella mia Nota. Per-
brevità indicherö con I) quest'ultima, con II) l'altra.

2. Seguendo, in parte, le notazioni della II), rappresentiamo-
con A(Al9 At,..., AN) la posizione del sistema all'istante t, con
F—(t^, v%,...y VN) il suo atto di moto nello stesso istante. Suppor-
remo. in ogni moto reale, e ad ogni istante,

(3) SJFtfji*, 0, *) X* \ ^0 ,

dove A* indichi la posizione in cui il sistema si trova per t^=0r

con atto di moto nullo ; i vincoli indipendenti dal tempo, e tali chê
Ie rispettive reazioni Ht soddisfino in ogni istante alla condizione-

(4) S^X^<0.

In base a queste ipotesi, e dal teorema del!' energia, segue subito»
che durante il moto eventuale si ha al tempo t,

^ , V, *)xt \ ,

od anche, per la (3),
dT

(5) w < S [Ft(A, V, t) - nA*, 0, f)] X *»,.

Supponiâmo che tutti gli eventuali moti del sistema possano ayer-
luogo (solo) in un intervallo di tempo finito, (0, t^, con tj >> 0, in
corrispondenza di un intorno completo e chiuso J di A, e di atti
di moto contenuti in un intorno completo J' dell'atto di moto-
nullo, sotto Tazione di forze Ft, limitate e lipschitziane, (unifor-
memente rispetto a t, per 0 < t < t^, come funzioni di A e Vr

negli intorni rispettivi J, J', per modo che risulti :

\F%(A. V, t)\<F;

(6) | Ft(A, r, t) - WA*, 0, t) | < H | AA | •+• K V ï ,

oon H e K costanti non négative, e non simultaneamente nulle, e-

| LA I = V Sw, | A*A, I2 (5)-

(5) Le ipotesi sopra enunciate sono analoghe a quelle della ISTota 11);
abbiamo ritenuto oppoi*tuno, (allo scopo già dichiarato di voler semplificare-
la dimostrazione), e sostanzialmente privo di conseguenze pratiche, il sosti-
tuire 1' intervallo di tempo (0, oo) con un inteivallo (0, t^, grande quanta
occorra, ma finito.
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Si ha cosï dalla (3)

(7) ^

dove Gt e G2 sono due costanti, analoglie ad H e K, (ed N è il
numero dei punti del sistema). D'altra parte risulta

! \A | < V 2N s ,

dove naturalmente s s'intenda definito secondo la (2). (6) Per con*
seguenza dalla (7) segue

fl rp
(8) -^^G^Ts+G.T.

Questa disuguaglianza comprende quella cui pervenivo a pag. 3r

ultima riga, della mia Nota I), (nell'ipotesi che Ie F% siano indi-
pendenti da F e quindi si abbia G2 = 0).

Dalla (8), integrando, e tenendo presente il teorema di SCHWARZ,
(come nella Nota II), si ottiene

t

o

cioè la (37) della Nota II).
Poniamo ora

h = Gxtx -f- G2.

Dalla disuguaglianza précédente si trae :

t

T(t)<hJT(t')dt'9 con T(0) = 0,
o

per t variabile tda zero a tl ; quindi, come è notissimo, necessa-
riamente^

in tutto il detto intervallo, c. v, d.

(6) Cfr., salvo Tintervento di un inessenziale fattore costante, la
della Nota II).


