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Su un determinante e sui numeri di Stirling
che vi si rollegano

Nota di D. S. MirriNovIiTCHE (a Belgrado)

Santo. - Si indica il modo di sviluppare un delerminante che generalizza
quello di Vandermonde e st accenna alla possibilita di esltendere il
risultato conseguito.

1. Si conoscono numerose generalizzazioni del determinante di
VANDERMONDE. Sopratutto la scuola italiana ha dato importanti
contributi a tale questione. Una gran parte di questi risulfati,

seguiti da indicazioni bibliografiche, & indicata mel noto libro di
Pascau [1] ().

2. I’ oggetto di questa nota & il determinante D, ,, la cui N™*

linea &
1 (v ( rN rN rN
b 1 9t k_l ) k+1 b AR ] n)’

dove N varia da 1 a » (» e k numeri naturali) e dove gli rny
sono diversi fra loro.
Relativamente a questo determinante, abbiamo ottenuto il

seguente risultato :
Dy = VA oOnmp + MaCp—jmr+ oo Ay, )/[1120L (B 1) B+ 1) L 0 Y],
essendo

V, il determinante di VANDERMONDE in r,, 7,,.., 7
¢, la funzione simmetrica elementare in r,, r,,...,

n
n
(per esempio: 6, =177, + ... + 17, + "oy + . + ¥, \7,).
I coefficienti },, si determinano, di volta in volta, per mezzo
della relazione

— P P r
)‘M - )‘p+1 ’ q—1Sp+1 - )‘n+2, q——-2Sp—|—2 + o+ ("' I)Q+l)‘7o+h o‘Sp+q

convenendo che A, =1, se s =0, essendo gli indici p e ¢, (g=1),
dei numeri naturali.

I coefficienti S}’ sono i numeri di SrtiRLING di prima specie

() I numeri in parentesi quadra rimandano alla bibliografia indicata
alla fine di questa nota.
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{cf. [4] e [5]t definiti dall’identita :

rr — 1) (r—k + 1) = 8,1 + St + ... + S, rt—1 4 Sirk,

Citiamo le formule particolari seguenti:

)‘11—1;,0213
n—kE+1
)‘n—kn:_( 9 )5
1/n—k+2
hers=3(" 3 JBn— 8k 1),

[1'2t..(w—2)!'n11D, ., =V, [6, — (Zﬂy

—1 1
[112!...(0—3)!( —1)!n!1D,, =V, [cz - (”2 >0'1+ 18n - 5)(%‘)]

[L112t..(m—4)!(n—2)!n—1)!nD,,,

P L L L RO Lo )

3. Abbiamo ottenuto il risultato indicato per mezzo di un pro-
cedimento il cui punto di partenza & una considerazione parallela
della equazione differenziale d’ BEULERO lineare d’ordine » e della
sua soluzione generale, supponendola data in precedenza sotto la
forma

” .
y=— 2 Cx'x, (C, costanti arbitrarie)
k=1
essendo diversi fra di loro gli ;.

4. Lo stesso procedimento pud essere utilizzato per ottenere lo
sviluppo di un determinante piu generale di D, ,, cioé del deter-
minante la cui N™ linea &

1 rY, ¥ @, PN D L R
con

P = (ry + a,)ry + a,) ... 'y + a,)
dove

N=1 2...,»n; +=1,2,..., n— 1.

L. Toscano [3] ha studiato, da un punto di vista molto diffe-
rente dal nostro, il caso particolare del determinante in questione
corrispondente a k=mn —1. A proposito di questo argomento
occorre vedere anche uno studio di G. Panama [2].
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OSSERVAZIONE L.

Modificando convenientemente il procedimento usato, si puo
ottenere anche uno sviluppo del determinante D la cui N™¢ linea

& della forma
() (5 ()
b kl b kz PR ] k“—l 2

con N=1, 2,.., n e dove k,, k,,..,, k
differenti. '

.—, Sono numeri naturali
Lo stesso procedimento si applica anche a dei determinanti
che generalizzano il determinante D definito sopra.
Questo sard 1’oggetto di uno studio che apparird altrove.
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OSSERVAZIONE II.

K. A. HirscrH (3, ha dato una espressione di un determinante,
chiamato D, , mnella nostra nota.

La via seguita nella nostra nota non soltanto & molto differente
da quella di HirscH, ma conduce anche a una espressione per
D, , avente una forma piu perfetta e piu esplicita di quella di
HirscH. Inoltre la mostra via da la possibilith di fare generaliz-
zazioni diverse (¥*).

(®) K. A. HirscH, 4 note on Vandermonde’s determinant, « The Journal
of the Liondon Math. Soc.», vol. 24, 1949, pp. 144-145.

(*) N.D.R. Le osservazioni I e II sono state aggiunte successivamente
dall’Autore alla sua Nota.



