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Sulle deflnizioni e proprietà delle funzioni
a yariazione limita ta di due variabili. (Nota I)

Nota di BRTTNO FAI/ESCHHSTI (a Milano)

S tinto. - Le definieioni di funzione a variazione limitata di due variabili ven-
gono classificate in base alle loro proprietà comuni nelle seguenti sezioni:
SEZ. I. - Funzioni a variazioni lineari sommabili o soggette ad altre
condizioni particolari. (Classi: T,~T, T*, Tel T<p, .. ).
SEZ. I I . - Funzioni a oscillasione totale limitata. (Classi: P, P^).
SEZ. I I I . - Combinazioni lineari di funzioni monotone. (Classi: A, A,

SEZ. IV. • Funzioni a variazione rettangolare limitata. (Classi: H,
V, F*, F,...).

Introduzione.
Il concetto di funzione a variazione limitata, introdotto da

CAMILLE JORDAK nel 1881 nello studio delle serie di FOURIER e
successiTamente in quello della rettificazione di una curva, è
divenuto fondamentale nella teoria delle funzioni reali. Si è
quindi presentato il problema di estendere alle funzioni di più
variabili i risultati ottenuti per Ie funzioni di una variabile ; i
tentativi in questo senso sono stati numerosi.

Secondo la denominazione di JORDAN (i), una funzione reale f(x)
definita in un intervallo I[a < x < 6], è a variazione limitata in I
quando l'insieme numerico descritto dalle somme:

S I nxj — ffa-J I,

è limitato al variare del numero naturale n e dei punti x% tali
che : a — x0 < xx <C ... < xn = b.

Due proprietà fondamentali di queste funzioni sono :
1) La combinazione lineare di due funzioni monotone è una

funzione a variazione limitata, (0. JORDAN);

2) Ogni funzione a variazione limitata ammette quasi ovun-
que derivata finita (EL LEBESGTJE).

(M Sur la série de Fourier, « C. B. Acad. Sci. Paris», t. 92, (1881),
pp. 228*230. Sono formalmente diverse Ie definizioni di E. STUDY, Über
eine besondere Klasse von Funhtionen einer reellen Veranderlichen,
«Math. Ann. », 47, (1896), pp. 299-316; W. H. YOUNO, On functions of
bounded variation, «Quart. J. London », 42, (1910-11), pp. 54-85; B. Li.
JEFFERY, Functions defined by séquences of intégrais and the inversion of
approximate derived numbers, « Trans. Amer. Math. Soc. », 41, (1937),
pp. 171-192; S. FAEDO, memoria riportata in questa nota con il numero [56]
nella bîbliografia sulle funzioni a variazione limitata di due variabili.
Più generale è invece la definizione di L. C. YOUNG [84] che comprende
la definizione data da ~N. WIENER in The quadratic variation of a
function and its Fourier coefficients, « J. Math. Physics, » 3, (1924), pp 73-94.
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La prima di questa proprietà, che è caratteristica per Ie fun-
zioni a variazione limitata, ha importanza nell'Analisi, per il fatto
che possono essere estese alla classe più ampia di funzioni a
variazione limitata, diverse proprietà délie funzioni monotone.

Il problema di ottenere analoghi risultati per Ie funzioni di
due variabili, si riallaccia alle diverse definizioni di funzioni
monotone nel piano.

La seconda proprietà è strettaniente connessa al problema della
rettificazione di una curva continua. I tentativi di risolvere il
corrispondente problema della quadratura di una superficie (nel
senso di LEBESQTTE O secondo altri criteri di valutazione dell'area
della superficie) hanno dato luogo a numerose definizioni di fun-
zioni a variazione limitata di due variabili.

C. E. ADAMS e J. A. CIJARKSON, in una nota pubblicata nel

1933, On définitions of bounded variation for functions of two varia-
bles f1), confrontano Ie definizioni di VITALI (F), FRÉCHET (F),
HARDY e KRAUSE (H), ARZELÀ {A), HAHN e PIERPONT (P), TO-

NELLI (T); nella nota successiva, Properties of functions f(x, j) of
bounded variation (3), viene aggiunta una definizione di (TERGEN
e MORBEY (T) ed una di ADAMS e CLARKSON (F*). JSTel 1942 in

una conferenza Su alcuni concetti delVAnalist Moderna (4), LEO-
NIDA TONELLI espone i risultati più notevoli sino allora conseguiti
in questo campo.

Yi sono numerosi lavori più recenti sulle estensioni del con-
cetéo di funzione a variazione limitata e sullo studio délie pro-
prietà di queste classi di funzioni.

Nella presente nota, Ie numerose definizioni con le proprietà
più importanti sono raggruppate secondo alcune caratteristiche
principali. Yengono aggiunte Ie notizie bibliografiche, che sono
ordinate secondo gli argomenti trattati, in quattro sezioni.

Il primo gruppo di definizioni è caratterizzato dalPintegrabilità
delle variazioni lineari o da altre condizioni particolari cui esse
debbono soddisfare. Alle definizioni di L. TONELLI e C. B. MOR-
REY vengono aggiunte quelle di C. MIRANDA e le più recenti di
L. CESARI e L. G-ITJLIANO. È notevole 1'impiego del concetto di
funzione di due variabili a variazione limitata secondo le défini,
zioni di questa sezione, nel problema della quadratura di una
superficie e nei criteri di convergenza riguardanti Ie serie doppie
di FOURIER. (Sez. I).

(*) «Trans. Amer. Math. Soc», v. 35, pp. 824-854.
(3) «Trans. Amer. Math. Soc.» v. 30, (1934), pp. 711-730. Le dne note

di Adams e Clarkson vengono qui contrassegnate con (A. C. 1), (A. C. 2).
(4} « Ann. Scuola Norm. Super. Pisa », s. 2, v. 11, pp. 107-118.
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Yiene poi esteso il concetto di funzione a oscillazione totale
limitata dato da E. STTTDY per le funzioni di una variabile (l) e
vengono considerate in questa sezione le funzioni a variazione
limitata secondo H. HAHF. (Sez. II).

Il secondo gruppo comprende diverse definzioni di funzioni
monotone, incluse in quella più generale di H. IJEBESGTTE. Gon
combinazioni lineari di funzioni monotone, si ottengono oltre aile
definizioni di funzione a variazione limitata secondo C. ARZEIA

ed E. W. HOBSON, quelle più recenti di GL B. PRICE e di R. COKTI.

(Sez. III).
Ponendo inoltre délie condizioni sulF operatore differenza ret

tangolare, si ottengono le definizioni di J. H. KRATTSE e Gr. H.
HARDY, Q-. YITALI, M. PRÉCHET, C. E. ADAMS e J. A_. CLARKSON

e più recenti, quelle di S. PAEDO, H. L. JEFFERY, M. S. MACPHAIL,

M. MORSE e W. TRANSITE, L. C. YOUNG, B. PINI. (Sez. IY).

Le definizioni di questo gruppo hanno importanza sopratutto
nello studio di alcuni criteri di convergenza per serie e sono fon-
damentali nell'analisi délie serie multiple di POTTRIER.

JBicorrono spesso nei lavori su questo argomento le seguenti
notazioni : sia f(x, y) una funzione reale délia variabile puntuale
(x, y) definita in un dominio rettangolare R[a-<ix<b, c•<.y<Cd]
del piano ; si dénota con

V*(&, y0) oppure con Va
b{yQ) o semplicemente con F^o)

la variazione totale délia funzione f{x, y0), calcolata al variare délia
sola x nell'intervallo lineare Ix(a < x <; 6), e con PJb, y0)* Nx{b, y0}
le variazioni lineari positive e négative (5).

SEZ. I. - Funzioni a variazioni lineari sommabili o soggette
ad altre condizioni particolari.

1. Definizioni.
Una funzione f(x, y) è a variazione limitata secondo L. To-

NELLI (T) [28] in un dominio rettangolare R[a<:x<b, c<y<d\
quando:

1) scelta una retta t di equazione x = x0 (y — yQ),
2) determinato il segmento a — R f\ t,
3) calcolata la variazione totale lineare Vt délia funzione ƒ su a,
4) risulta definita in un intervallo lineare J5, al variare délie

rette parallèle a t, la funzione Vt(s) ivi sommabile (6).

(5) Ofr. (A. C. 2.) pp. 7'24; in (A. C. 1) compaiono <£, ^ , in luogo
di Vx, V

(6) T^el senso di LEBESGUTC, Leçons sur l'intégration et la recherche des
fonctions primitives, éd. Gauthier, Parigi 1904 (nuova ristampa 1950). La
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Si ottengono definizioni più generali sostituendo Ie quattro
condizioni precedenti, con una o più tra Ie corrispondenti condizioni:

1') posto :
xf = x cos 6 -+- y sen Ô,

y = — x sen 6 -+- y cos 6, 0 < 6 < ,

sia t una retta di equazione x' = x\ (y' = y\) : C. MIRANDA [21] ;
2') detto E un insieine di punti di R, di misura superficiale

nulla, sia a l'insieme lineare (R — E) f| t : L. CESARI [7] ;
3') detta vt ia variazione totale lineare della funzione f su o-,

indicando con 9(0) una funzione reale continua e crescente nello
intervallo (0 < & < 00) e tale che cp(O) = 0, lim <p(̂ ) == 00, sia
Vt = y(vt): L. QiTJLlANO [12]; s"^°°

4') risulta definita in un intervallo lineare Is, al variare
delle rette parallèle a £, la funzione Vt(s) superiormente limitata
da una funzione soramabile nello stesso intervallo : Gr. B. MOR-
REY [23].

C. R. ADAMS e J. A. CLARKSON (7) denotano con T la classe di
funzioni che verificano Ie condizioni 1, 2, 3, 4'). Le funzioni che
verificano Ie condizioni 1, 2', 3, 4) vengono chiamate da L. TONEI/LI

« generalmente a variazione limitata » (T*). Quelle che Terificano

Ie condizioni 1', 2, 3, 4) sono qui indicate con Te e quando 6 = j

sono chiamate a « variazione diagonale limitata » da C. MIRANDA.

Si indicano inoltre con Ty quelle funzioni che verificano Ie con-
dizioni 1, 2, 3', 4) e in particolare con Ta quelle che si ottengono
ponendo nella 3') <p(s) = 0a, 0 < a < l .

In alcuni casi particolari, in luogo della condizione 4) della
definizione di TONELLJ, sono state esaminate Ie condizioni più. o
meno restrittive per cui Ie variazioni lineari totali sono finite, o
limitate, o integrabili RRIEMANN, O a variazione limitata, o misu-
rabili, ecc. nei rispettivi intervalli in cui sono definite.

2. Relazioni tra classn
Tra Ie classi T, T, T*, TH , T& si stabiliscono Ie seguenti rela-

zioni :
'T ft T<ç = T.

T, T*, T6. TçZjT.

sommabilità delle variazioni lin^ari impliea per definizione che esse siano
misurabili e quasi ovunque finite (Lebesgue) e quasi continue (Tonelli)
nei rispettivi intervalli di definizione; cfi*. L/. TONKLLT, Sulla *no&ione di
Integrale, « Ann. di Mat. Pura e Appl. », (4) 1, (1923), pp. 105-145.

(?) Cfr. (A. C. 2) pp. 712; si veda inoltre J. J. GBR&EN [0].
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Nella prima, se f(x, y)€ T9, allora la f tmzione <p[̂ (s)] e quindi
vt(s) è misurabile nell'intervallo Is e poichè ƒ€ T, vt{s) è som-
mabile.

Le seconde relazioni si ottengono immediatamente dalle defi-
nizioni e seguono per gli esempi che vengono ora citati. Si hanno
inf atti le seguenti relazioni di appartenenza :

Esiste f £ T9 - (T U T* |J T9), (8)

Esiste f e T * - ( T [ J T 9 U T6),

taie è ad esempio una fanzione che assume il valore oo sul con-
torno di E ed è nulla internamente.

Bsiste fe(T*() T 9 ) - T 6 ) (
9)

Esiste f£(T* fi T)— T6, (10)

Esiste ƒ6 (T* f| ^ D ^6) — ^

ad esempio, f(x, y) sia definita nel quadrato di estremi (0, 0), (2, 2)
corne funzione caratteristica delFinsieme Jî(10) posto sul segmento
di estremi (0, 1), (1, 0) e dell' insieme complementare di H posto
sul segmento di estremi (1, 2), (2. 1).

Esiste ƒ G (T* fi Tô) - ( T U To) l11).

Bimane da provare che esistono funzioni ƒ€ (T* |J T^ {] Te)— T,
la cui costruzione effettiva è alquanto laboriosa (").

(8) L. aiULIANO [12].
(») L. CESARI [7].

(i0) Cfr. (A. C. 1.) esempio (D) ; f {oc, y), è definita nel quadrato imita,
corne funzione caratteristica di un insieme lineare H non misurabile,
posto su una délie diagonali.

(41) Cfr. (A. C 2) p. 726; f (as, y) è definita nel quadrato unità, corne
funzione caratteristica di un insieme E di ptmti (x9 y) per i quali x ed y
espressi in rappresentazione ternaria, mancano rispettivamente délie cifre

2 o 1 ; posto g — —jr-^, 7j = , ƒ (y} H- g, g — TJ) s Te ma non appar-

tiene a (T U Ty) perché le sue variazioni lineari rispetto agli assi g, y\
non sono quasi oyunque finite; f s T*, cfr. L. CESARI [7].

(u) Ad esempio, ricorrendo ail' insieme E definito nella nota précédente,
si deve indicare un procedimento per eliminare un sottoinsieme di punti
di E, in modo taie da ottenere una funzione caratteristica dell'insieme
risultante, le cui variazioni lineaii siano sommabili solamente se elevate
ad un esponente oc < 1.
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Non si conoscono funzioni che appartengano ad una delle classi :

T-(T*UAU Te); T6-(T*U T9 |J T) ;

(Tfl T6)-T*; (T9 H Ïty-T*;

si osserva che queste classi, per quanto sarà detto nel numero
seguente, se non sono Tuote, contengono solamente funzioni non
misurabili superficialmente. La non misurabilità non esclude il
fatto che la funzione possa essere a variazione limitata ; si puö
anzi costruire una funzione che ha variazioni lineari costanti e
non è misurabile in un dominio rettangolare.

W. SIERPIKSKI (13) ha dimostrato che esiste un insieme di punti
non misurabile e tale che ogni retta parallela agli assi, lo incon-
tra al più in due punti.

Detto E questo insieme, sia :
Ex V insieme di punti di maggiore ascissa, tra Ie coppie di

punti di E che hanno uguale ordinata,
Ex

f Vinsieme di punti di maggiore ordinata, tra Ie coppie di
punti di Ey che hanno uguale ascissa,

E% V insieme di punti di maggiore ordinata, tra Ie coppie
rimanenti di punti di E che hanno uguale ascissa.

Posto : E," = EX — ES, Ei = E — {E1{J Et), almeno uno degli
insiemi E/, j£,", Et, E3 non è misurabile. Se G è un tale insieme
e lo si suppone contenuto nel quadrato di estremi (0̂ , 0), (1/2, 1/2),
si consideri V insieme ff', simmetrico di G rispetto alla diagonale
di estremi (0, 1), (1, 0); sia inoltre Gd V insieme di punti della
stessa diagonale, che non sono proiezioni di G secondo gli assi x, y.

La funzione f(x, y), definita nel quadrato unità corne funzione
caratteristica delFinsieme K^=(G \J G' [j Gd), ha Tariazioni lineari
Vx{y)i Vy{x), che sono identicamente costanti nei rispettivi inter-
valli di definizione.

Infatti, considerando i valori delle ordinate y dei punti di K
come fauzioni delle x, si ottiene una funzione biunivoca, definita
in tutto l'intervallo (0, 1), il cui grafico è un insieme non misu-
rabile.

Sullo studio delle relazioni tra Ie classi più generali T«>, T *̂,
..., T*ö (

14) è sufficiente fare notare che sussistono relazioni del tipo :

(13) Sur un problème concernant les ensembles misurables superficiel'
lement, « Fund . Math. » 1, (1920), pp. 112-115.

(14) f s fy quando sono verificate le eondizioni 1, 2, 3'? 4') del numero
précédente. Con le 4 eondizioni della definizione di TONEJLLI e le 4 eon-
dizioni più generali si ottengono in modo analogo 16 défini zioni dis t inte .
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Infatti, se ft g Tq, — T (8) nel quadrato di estremi (0, 0), (1, 1)
ed è nulla altrove nel quadrato di estremi (0, 0), (2, 2) e se
ft€T— T<ç (10) nel quadrato di estremi (1, 1), (2, 2) ed è nulla
altrove nel quadrato di estremi (0, 0), (2, 2), allora in questo ultimo
si ha che (f, -H ft) 6 % — (T [} T9).

3. Sottoclassi di funzioni inisurabili, di Baire e continue.
Funzioni misurabili (M).

1) Ogni funzione f(x, y) G M f| Ta* è quasi ovunque asintoti-
camente differenziabile e anzi « quasi lipschitziana » (secondo
G-IULIANO) in B (15).

2) Se una funzioae f(x, y) è sommabile in B e la sua varia-
zione lineare — calcolata in una direzione qualsiasi senza tenere
conto dei valori che la funzione assume in un insieme di misura
nulla di B — è quasi ovunque finita, allora la variazione lineare,
cosï calcolata, è misurabile in ogni intervallo in cui è definita (16).

3) Poichè ogni funzione f(x, y) 6 M [) Te* è sommabile in B,
risulta :

M n r6*=i^n r * (16)-
Funzioni di BAIRÏ : (J5).

4) Se f(x, y) è una f anzioue di BAIRE in i£, allora le variazioni
lineari V^y), Vy(a;), sono misurabili nei nspettivi intervalli (a, b),
(fi, d) (").

In particolare risulta :

5) Se la funzione f(x, y) 6 T [) B, allora le derivate parziali
prime sono quasi ovunque finite e sono sommabili in B (18).

(15) JJ. GTIUL-IANO [12]. Per la definizione di differenziale asintotico,
cfr. W . STEPANOFF, Sur les conditions de V existence de la différentielle
totale, «Rec. Math. », 32, (1924), 511-526. Pe r le MftT, la differenziabilità
asintotica era stata dimostrata in (A. C. 2) pp. 723; cfr. pure, A correction
to Properties of functions f(x, y) of bounded variation, degli stessi autori,
in «Trans. Amer. Math. S o c » , v. 46, (1939), p. 468. Cfr. inoltre L. Giu-
LiANO [10] per le f s M n T*, J. C. BURKILL e U. S. HASLAM-JONES [3]

per le f s M H T.
(*6) L . CESARI [6],

(17) D. MONTGOMERYJ Properties of plane sets and functions of two
variables, « Amer. J . Math. » 56, (1934), pp. 569-586.

(18) È una conseguenza délia misurabilità délie derivate parziali di
una funzione di Bai re ; si veda la nota (15) sulla correzione del teorema
18 in (A. C. 2), p. 723.
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Funzioni continue (C).

6) Sussistono Ie relazioni :

T* f) C= T f) C ed in particolare T6 f) C = T f] C (19).

Sono a variazione limitata secondo TONELLI (T Ç] C) Ie funzioni
lipschitziane e uniformemente lipschitziane, Ie funzioni assoluta-
mente continue secondo TOKELJOI e secondo L. C. TOUNG, Ie fun-
zioni f{x9 y) rappresentazione cartesiana di una superficie quadra-
bile nel senso di LEBESGUE (*°).

Le seguenti condizioni sono necessarie e sufficienti affinchè
una funzione continua sia a variazione limitata secondo TOTSTELLI.

Gli insiemi numerici descritti dalle somme (J1) :

'(«.s y) — ƒ(«,_!, 2/) ! dy

oppure dalle somme (") :

Gl = HitJJ \ f(x, ys) - f(x, y5_x) \ dx ;

'fa, y) - A ^ - i . y)\dy;

(19) L . T O N E L L I , v. nota (4) ; C. M I R A N D A [21 . Non sussiste una rela-
zione analoga p e r Ie f e Ty O C.

(20) Cfr. ne l l ' o rd ine (A. C. 2), R. CACCIOPPOLI [4], L . T O N E L L I [31],
L . C. Y O U N G [36|.

(") L. T O N E L L I [32].

(22) Z. DE G-EÖCZE, Quadrature des surfaces courbes, « Math. Nat*
Berichte Ung. », 26, (1910), pp. 1-88; cfr. M. T. RADÖ [25]. A. MAMBRIANI

[19], cfr. inoltre una condizione equivalente di S. KEMPISTY [14].
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oppure dalle somme (*3) :

b

v' = S,-j | f(x, yj) — f(x, &_,) | dx ;

siano superiormente limitati al variare di m, n e dei punti (as,, ̂ )
tali che a = x0 <Z â  <Ç ... <Ç xM = b ; c = t/0 <# !< . . .<$ƒ„ := d.

4. Notizie Mbliografiche. (24)

Si accennano alcune definizioni che rientrano in questa sezione.
H. P. MuijHOLLiAiSrD [24] chiama variazione totale di una funzione
f(x, y) 6 T H C, il valore

i r ne i
— 5 / W(6)d6 dove W(8) = / / I d / 6 (^ «) I %

d' J ï J J

e la funzione fy(x, y) = f(x cos Q -*- y sen 0, — x sen Ö -+- ̂  cos 6), è
definita al variare di (x, y) nel dominio DQ ottenuto ruotando il
dominio piano e convesso D di un angolo 6.

A. S. KRONROD [16, 17] chiama variazione totale di una fun-
zione f{x, y) 6 T f| C, il valore

W> R) =

dove v(i^) è la misura di Hausdorff dell'insieme Et di punti di
un dominio rettangolare B nei quali f(x, y) = t.

E. Y. GrLJVENKO [13] dà una definizione assiomatica délia va-
riazione totale V(f, B) di KRONROD.

Altre definizioni che impongono condizioni più restrittive di
quelle di TONELLI, sono date da P. NALLJ e GL ANDREOLI [1, 2],

da J. C. BURKILL e U. S. HASLAM-JONES [3] e da A. MAMBRIANI [20].

Suirinterpretazione geometrica délie variazioni délie f(x, y)£T>

si vedano L. TONELLI (Î5) ed A. MAMBRIANI [18].

P) A. MAMBRIANI [20].

(24) Le indicazioni bibliografiche si riferiscono solamente aile varie
classi di funzioni a variazione limitata considerate in ciascuna sezione.

5Oltre ai lavori citati vengono riportati alcuni sulle applicazioni più
importanti .

(25) V. nota (4).
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C. R. ABAMS e J. A. CLARKSON, V. note (2), (3), (15).

Gr. ANDREOLI e P. ISTALLI

[I] Sull'area di una superficie, sugli intégrait multipli di Stieltjes e sugli
integrali multipli delle funzioni di più variabili complesse, «Rend.
Accad. Lincei*, (6) 5, (1927), pp. 963-966.

[2] Suir area di una superficie, sugli integrali multipli di Stieltjes e sugli
integrali doppi delle funzioni di due variabili complesse, « Rend. Cire.
Mat. Palermo», 52, (1928), pp. 30-43.

<J~. C. BURKILL e U. S. HASLAM-JONES

[3] Notes on the differentiability of functions of two variables, « J~. London
Math. Soc. », 7, (1932), pp. 297-3Q5.

R. CACCIOPPOLI

[4] Sulla definisione delV area di una superficie, «Rend. Accad. Lincei »,
(6) 8, (1928), pp. 34-40.

F. CAFIBRO

[5] Criteri di compattessa per Ie successioni di funzioni generalmente a
variasione limitata, «Rend. Accad. Lincei», 8 (8), (1950), pp. 305-311,
450-457.

Tt. CESARI

[6] Sulle funzioni di due variabili a variazione limitata secondo Tonelli
e sulla convergenza delle rispettive serie doppie di Fourier, « Rend.
Sem. Mat. Univ. Roma», (4) 1, (1936), pp. 277-294.

[7] Sulle funzioni a variazione limitata, « Ann. Scuola JN"orm. Super.
Pisa», (2) 5, (1936), pp. 299-313.

<T. A. CLARKSON (V. Adams).

S. FAEDO

[8] Sulle medie delle funzioni a variazione limitata di due variabili,
«Rend. Istituto Lombardo », (3) 71, (1987-38), pp. 147-164.

J. J. GrERGEN
[9] Convergence criteria for double Fourier series, « Trans. Amer. Math.

Soc. » 35, (1933), pp. 29-63.

L . GlULIANO
[10] Sulla differenziabilità asintotica delle funzioni di due variabili a

variazione limitata, «Ann. Scuola Norm. Super. Pisa», (2) 8, (1939),
pp. 41-50.

[II] Una propriété delle successioni di funzioni generalmente a variazione
limitata. «Ann. Scuola Norm. Super. Pisa». (3) 6, (1952), pp. 99-107.

[12] Sopra un'estensione del concetto di funzione generalmente a varia-
zione limitata, «Ann. Scuola ISTorm. Super. Pisa», (3) 7, (1953),
pp. 65-78.

E . Y. G-LIVENKO
[13] Sulla variazione piana (in russo), « Rec. Math. (Mat. Sbornik) »,

(72), 30, (1952), pp. 581-600. Recensione su « Mathematical Reviews»,

1953, p. 30 di H. P. Mulholland.

U. S. HASLAM-JONES (V. Burkill).



90 BRUNO FALESCHINI

S. KBMPISTY

[14] Sur les fonctions a variation bornée au sens de Tonelli, « Bull. Sem.
Mat. Univ. Wilno », 2, (1939), pp. 13-21.

[15] Fonctions d'intervalle non additives, Hermann, Par igi , 1939.

A. S. KRONROD

[16] Variazioni lineari e piane di funzioni di più variabili (in russo),
« Doklady Akad. 3STauk SSSR », 66, (1949), pp. 797-800. Recensione su
« Mathematical Reviews », 1950, p. 19 di H. P . Mulholland.

[17] Sulle funzioni di due variabili (in russo), « Uspehi Matem. ISTauk »,
(35) 1, (1950), pp. 24-134. Recensione su « Mathematical Reviews »,
1950, p. 648 di H. P. Mulholland.

A. MAMBRIANI

[18] Alcuni legami fra funzioni di due variabili a variazione limitata e
funzioni di due variabili a variasione doppia limitata, « BolL Un.
Mat. Ital. », (2) 5, (1948), pp. 150-156.

[19] Su due notevoli intégrait del Tonelli, « Ann. Mat. Pura Appl. »,
(4) 23, (1944), pp. 51-68.

[20] Sul concetto di Tonelli di funzioni di due variabili a variazione
limitata, « Atti Sem. Mat. Fis. Modena », 1, (1947) pp. 121-130.

C. MIRANDA

[21] Sommazione per diagonali délie serie doppie di Fourier, «Rend.
Sem. Mat. Univ. Roma », (3) 1, (1931-33), pp. 191-217.

[22| Sommasione per diagonali délie serie doppie di Fourier, « Rend.
Accad. Lincei», (6) 17, (1933), pp- 803-806.

C. B. MORRBY J R .

[28] Â class o f représentations of manifolds, « Araer. J . Math., 55, (1933),
pp. 683-707; 56, (1934), pp. 275-293.

H . P . MULHOLLAND

[24] On the total variation of a function of two variables, « Proc. London
Math. Soc. », (2) 46, (1940), pp. 290-311. « Corrigendum », (2) 50, (1949),
pp. 559-560.

P . ISTALLI (v. Andreoli).

T. RADÔ

[25] Sur le calcul des surfaces courbes. « Fund. Math. », 10, (1927),
pp. 197-210.

[26] Lenght and Area. New York, 1948.

S. SAKS

[27] Théorie de VIntégrale, «Monografie Mat.», Varsavia 1933; Theory of
Intégral, « Monografie Mat. » Varsavia, 1937.

IJ. TONELLI

[28] Sulla quadratura délie superficie, « Rend. Accad. Lincei » (6) 3, (1926),
pp. 312-357; pp. 445-450; pp. 633-638; pp. 714-719.

[29] Sulla convergenza délie serie doppie di Fourier. « Ann. Mat. Pura
Appl. (4) 4, (1927), pp. 2972.

[30] Serie trigonometriche, Zanichelli, Bologna, 1928.



SULLE DEFINIZIONI E PROPRIETÀ DELLE FTJNZIONI, ECC. 91

[31] Suïle funsioni di due variabili assolutamente continue, « Mem. Accad.
Bologna, (8) 6, (1928), pp. MO.

[32] Sulïa definizione di funsioni di due variabili a variazione limitata,
« Bend. Accad. Lincei ». (6) 7, (1928), pp. 357-363.

[33] Sulle funsioni di due variabili generalmente a variazione limitata,
« Ann. Scuola J^orm. Super. Pisa, (2) 5, (1936), pp, 315-320.

[34] Sulle serie doppie di Fourier, «Ann. Scuola Worm. Super. Pisa »,
(2) 6, (1937), pp. 315-826.
— inoltre v. nota (4) —
Gr. TORRIGIANI

[35] Sulle funzioni di piu variabili a variazione limitata, « Riv. Mat.
Univ. Parma ». 1, (1950), pp. 59-83.

L. C. YOUNG
[36] An expression connected with the area of a surface z — f(x, y), « Duke

Math. J. . 11, (1944), pp. 43-57.

SEZ. II. - Funzioni a oscillazione totale limitata»

1. Deiinizioni e propriété.

Sia f(x, y) una funzione reale definita nel dominio rettango-
lare i ? [ a < x < 6 , c^y <d] del piano e si decomponga B in nz

domini rettangolari E{, non sovrapposti, con lati paralleli agli
. 6 — a d — c

assi x, y e di dimensioni , — t

Si dice che la funzione f(x, y) è a oscillazione totale limitata
di ordine o(n~P) in B, (0 < p < 2), quando la successione nu-
merica descritta dalle somme :

l ^ o s c . (f, 2J,.)

è limitata al variare di n. Taie classe di funzioni si dénota con P3.
La definizione coincide con quella di H. H A H N [39] allorchè

Esempio : Siano j xk {, j yh | due successioni di coordinate
xh = yk=z-n^ fe=l, 2,..., n e si ponga :

/n(0, 0) - 1,

f»(o, yh) = f«(»i » Vu) = - = / « K > y») = /"«K » »/,-i) = »• =

2h

(26) p e r l'equivalenza tra la definizione di H. ÏÏAHN (PH) con quella
di J. PIERPONT (P), [40], cfr. (A. C. 1).
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dove Y e un numero reale fissato, taie che 0 < v < 2,

ƒ*„(#, # ) = 0 in ogni altro piinto del quadrato di estremi (0, 0), (1? 1).

I/estremo superiore délie somme 2 ose. \fy R^ è un numero P£,

(w -+- 1)T < P^ < 3(n -f- l)r .
Al divergere del numero intero positivo n, si ottiene una fun-

zione f(x, y) che è limitata e ad oscillazione totale limitata di
ordine o(n—$) < o{n—r), ma non di ordine superiore a o{n—r).

1) Ogni f unzione a oscillazione totale limitata di ordine o(n~P)
in i?, è ivi limitata e continua rispetto ad (x, y) salvo in un
insieme di punti di R di misura nulla (27).

Per la classe P, di H A H K , PIERPONT, valgono inoltre le propriété :
2) Le variazioni lineari VJij), Vy{x), sono superiormente

limitate da f unzioni sommabili nei rispettivi intervalli (a, b), (c, d).
Si ha quindi :

Tf]MZDP (28).

3) E. M. BEELSEY [37] dimostra che una funzione f(x, y)€ P f| C
puö non essere totalmente differenziabile (nêl senso di STOLZ) in
alcun punto del dominio rettangolare R (29).

2. Notizie bibliografiche,

C. R. ADAMS e J. A. CLARKSON, V. note (2), (3).
E. M. BEELSEY

[37] Ooncerning total differentiàbility of functions of class P, « Pacific
Math.- J. » 4, (1954), pp. 169-205.
R. CONTI

[38] Su una nuova classe di funsioni a variations limïtata di due
variabili e le sue rela&ioni con le classi H, A, P, « Boll. Un. Mat. Ital. »,
(3) 4, (1949), pp. 53-57.
H. HAHN

[39] Theorie der Reellen Funktionen, Berlino, 1921.
J. PIERPONT

[40] The theory of functions of real variables, Londra, ISTew York, 1905.

(27) L a dimostrazione di C. R. ADAMS e J". A. CLARKSOÎS (A. C. 2.

pp. 713) per p = 1, è vera anche per P =4= 1, purchè in luogo di - si

sostituisca -5,0<p<2.
WP

(28) Cfr. (A. C. 2.), pp. 713.
(29) Sugli esempi di funzioni assolutamente continue (secondo Tonelli)

che non sono totalmente differenziabili in alcun punto di Ry cfr. S. SAKS,
On the surfaces without tangent planes, « Ann. of Math. », 34, (1933),
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