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Metodo di separazione delle variabili ¢ problema generalizzato
di Dirichlet.

di LAMBERTO CATTABRIGA (a Bologna) (%)

Sunto. - Esposto all’inizio del n. 1.

1. Posizione del problema. - Per costruire la soluzione del
problema ordinario di DiricHLET per le funzioni armoniche, nel
caso in cui il problema sia dato in domini di forma particolare,
si usa spesso con successo il metodo di separazione delle variabili.
Questo conduce a determinare un sistema = di funzioni armoniche
nel dominio D dato, che sulla frontiera F'D si riduce ad un sistema
X' completo in senso hilbertiano; cosicch® ogni funzione di
quadrato sommabile su FJD & approssimabile in media mediante
combinazioni lineari di funzioni di esso. Nel caso del problema
ordinario, la funzione f assegnata dal problema su F'D & continua
e la serie costruita con le funzioni di =, che coincide su FD con
la serie di FOoURIER della f rispetto a ', pur potendo non conver-
gere su FD, tuttavia converge uniformemente in ogni dominio
interno a D; e si pud dimostrare in vari casi, che essa rappresenta
la soluzione del problema.

Si pud peré osservare che, anche quando i valori assegnati su
FD siano espressi da una funzione supposta soltanto di quadrato
sommabile, tale serie convergera sempre in media su FD. Si porra
allora il problema di esaminare se essa rappresenti ancora una
funzione armonica in D — FD ed in qual senso si possa parlare
di convergenza di questa funzione verso i valori assegnati dal
problema su FD. Ho trattato qui il caso in cui il dominio D sia
un bicilindro nello spazio ad » + m (==2) dimensioni e sono giunto
a concludere che la serie costruita nel modo indicato converge
effettivamente verso una funzione armonica in D — FD, la quale
assume «in media» su FD i valori assegnati, ove la locuzione
«in media» & da intendere nel senso introdotto da G. CimmiNo [1].
Per provare questo ho mostrato che la funzione indicata & la solu-
zione di un problema di DIRICHELET con condizioni al contorno
opportunamente generalizzate, cosicche ho determinato per questa
via anche 1’ espressione della soluzione del problema generalizzato
in questo caso.

(*) Lia presente nota & stata argomento di una comunicazione al Quinto
Congresso dell’ Unione Matematica Italiana svoltosi dal 6 al 12 ottobre 1955.
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Con riferimento ad un sistema di coordinate cartesiane ortogo-
nali (0, z,, %, ...%,, Y1, Ys,--Y,) nello spazio ad n+m (=2)
dimensioni, il dominio bicilindrico D sia definito dalle relazioni :

; P L

) 2 2 2

Y1+ Yo+ o + Yy < b
con a, b positivi. Lia sua frontiera & costituita dall’insieme di due
porzioni S,, S, rispettivamente definite da:

2 2 . 2 2 2
3xf+x§+...+xn=a2 %a:l+x2+...+xn£a

yf+y§+...+y3,gb2 y2l+y§+...+y3,:b2

Per la trattazione del nostro problema & conveniente servirsi di
coordinate curvilinee ortogonali, tali che umna di esse rimanga
costante su ciascuna delle due parti di cui si compone FD. Intro-
duciamo percid coordinate sferiche di polo O in ciascuno dei due
sotiospazi (0, x,, X,, ... 2,) € (0, Y, Ys, - Y,): siaN0 (0, ), Pyyere @)
e (o, 4, by, ... ¥, ) rispettivamente.

Le S,, S, saranno cosl rappresentate da:

p=a (s<a
c<<b ’ zo‘:b.

Entro il dominio D consideriamo l’insieme dei domini regolari
D™ ciascuno limitato dalle ipersuperficie S%), S'%' definite rispet-
tivamente da:

e=a—£k p=a—kEk
c<b—Fk c=b—k

con k positivo minore di a e di b.

Si ottiene cosl un sistema di ipersuperficie approssimanti dal-
Y interno F'D, a questa parallele ed a distanza k.

Sia ora f(P) una funzione di quadrato sommabile definita su
FD ed u(P) una funzione definita in D — FD. Si dird che u(P)
converge in media verso i valori rappresentati da f(P) su FD, od
anche brevemente che essa assume in media i valori di f su FD,
se risulta:

lim [ [4(Q™) — (@) dw™ = 0
e —s04

FDWw
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avendo indicato con Q" un punto variabile su FD™, con il
punto di FD che dista da esso della quantith £ e con do™ 1’ele-
mento di FD®,

Si pomne allora il problema di determinare una funzione u(P)
armonice in D — FD, che assuma in media su FD ¢ valori espressi
da una assegnata funzione di quadrato sommabile su FD.

2. Teorema di unicitd. - Seguendo la traccia dei lavori di
G. CimMINoO, si considera dapprima la seguente identitd fondamen-
tale, per ogni funzione regolare in D — FD:

d 2 nw—1
Pl wde™® = — 2 | utde'® — wide,® —
dk . . a—Fk. !
FDo 120 8,0
m— 1 0 du
— —— | Wdoy® + 2 [u —— do®
b—Fk ? ] dn ’
S0 FDW

ove si sono indicati con V'® la varietd di equazioni

dv® il suo elemento, con do,®, do,'®, gli elementi di S,®, S, e
con # la nmormale interna ad FD™.

Trasformando mediante le formule di GREEN I’ ultimo integrale
a secondo membro, se la « si suppone di pilt armonica in D — FD
si ottiene per ogni k sufficientemente piccolo la diseguaglianza

{1) O%;['M,’dm("’ =<0.
F D&
Se ne trae che, se la u non & identicamente nulla, 1’integrale

fu?dw”‘) ¢ non decrescente al decrescere di k e quindinon potra
F D

tendere a zero per k tendente a zero, essendo positivo per ogni
k> 0. Ogni funzione armonica in D — FD tale che

lim u*do'® =0
k—s0+4
FDuUo
non potrd dunque essere che identicamente nulla in D — FD. Cid
prova il TEOREMA DI UNICITA: Supposto che esista una soluzione
del problema posto al n. 1, questa mon pud essere che unica.

3. Ricerca del sistema di funzioni =. Teorema di completezza.

Il consueto metodo di separazione delle variabili applicato alla
equazione Au =0 nelle coordinate curvilinee scelte, conduce al
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sistema di funzioni armoniche in D:
2—n n—2 (a;) cos
E) eV —c)? Jao(P\/—c) I}i sen b thyt—+th, . o, P (cosg)- sen£ X —
n—t

_2—m _m—2 A cos
(VO T TaleVo) Ty sentirkrt iy PR (costy) s 0 kg

con

. (m—i—2)+ 2(1';1 + e+ Ry ) i=0,1,..0—2,

L

—_G—2 2 ——
B;:(m J ) + (2k.+ + By l)]'—_—(),1,...1';'0—2,

o;, B; =0 per ogni 1, j,

ove Ju,, Jp, indicano funzioni di BrsseErL di parametri «, e §,
rispettivamente, P, il polinomio ultrasferico di JacoBr di grado r
ed indice s, mentre gli h,—;—,, 1=0,1, 2,..n—2, k,,_,;_,, =0,
1, 2,...m — 2 sono numeri interi positivi o nulli qualunque e ¢ &
una costante arbitraria.

Possiamo supporre che la funzione f assegnata dal problema
su FD, sia quasi dappertutto eguale a zero su una delle due iper-
superficie S,, S, di cui si compone F.D e sull’altra assuma valori
espressi da una arbitraria funzione di quadrato sommabile. Se f
& nulla su S,, per costruire la soluzione del nostro problema,
sceglieremo quelle funzioni del sistema = che sono esse pure nulle
su S,. Bastera per questo imporre che bV ¢ coincida con uno degli
infiniti zeri jg,;, 1 =0, 1,... della funzione di BESSEL Jg/(x), cid
che consente di dare a ¢ una infinita numerabile di valori. Si
ottiene cosi un sistema di funzioni Z, dipendente da n + m —1
indici. Analogamente se si suppone f nulla su S,, si giunge ad
un sistema =, ancora con % + m — 1 indiei, del tutto simile al
precedente. I due sistemi di funzioni cosl trovati si riducono su
FD a due sistemi 2/, 2, per i quali vale il

TEOREMA DI COMPLETEZZA. — I due sistemi 2/, %, sono ortogo-
nali e completi su S, ed S, rispettivamente.

Cid segue da mote proprietdh di ortogonalitah e chiusura dei
sistemi

cos cos

sen o,y b, =0,1,2,..,¢e sen kY

Tm—1

kE,=0, 1, 2,... in (0, 2x),

L= P (@) =0, 1, 2, ..

n—g
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i &)
(L —a' Py (@) Kpey=0,1,2, . in(—1,1)

perogni i=1,2,..2—2, e j=1, 2,..m —2,
1 Jeo.1\ . 1 Jag1\ 1 .
o2 Jg, 0'_5’_ 1=0,1,2,..in (0, ), p2dglp—2*])1=0,1,2,..in (0, a),
a
ossia del sistema (2) @2 Ju(tm,a) k=1, 2, ... in (0, 1). ()

4. Esistenza e determinazione della soluzione del problema.

Mediante le funzioni di Z,, =, costruiamo quella serie di fun-
zioni che si riduce allo sviluppo di Fourier della f rispetio a
%/, Z,. Siano s(P) le sue ridotte, intendendo che (v) rappresenti
il complesso dei suoi due gruppi di # + m — 1 indici. Vale il

TEOREMA DI CONVERGENZA. — La successione sO)(P) converge uni-
formemente in ogni dominio interno a D wverso una funzione u(P)
armonica in D — FD ed assumente in media su FD ¢ valori della
funzione £ assegnata.

Infatti dalla convergenza in media della | st} P)| alla f su FD,
segue che per ogni numero positivo ¢ risulta

3) /(s‘i*) — s0)2dn < ¢, [(s(\') —f[)idw < ¢
FD FD

non appena gli indici rappresentati da (v), (v) siano abbastanza

elevati. Lia diseguaglianza (1) applicata alle funzioni s()(P) — sO)(P)

armoniche in D fornisce la

/ (s — §W)Eduln < [ (819 — sO)2do <.
FD(/C) FD

Pertanto non solo la { s | converge in media anche su ogni F D),
ma, cid che pilt importa, tale convergenza pud dirsi uniforme
rispetto a k. Qualunque siano le (w), {v) si ha poi:

k

[ (s¥) — sO)2d P— } dk f (s') — 80)2de(R) (f, < Tey),
D) _ i) k ppk)

e quindi, per la diseguaglianza precedente, la quantith a primo
membro si pud rendere minore di un arbitrario numero prefissato,

(*) Da [2] nn. 18.25, 18.26, 18.53, 18.55 si pud trarre che, mediante com-
binazioni lineari di funzioni del sistema (2), & possibile approssimare uni-
formemente in (0. 1) tutte le funzioni del tipo xm+i@ — 1), amt+2(x — 1), ... .
Poiché queste costituiscono un sistema chiuso in (0, 1), tale sard anche (2).
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non appena i () e (v) siano sufficientemente elevati indipendente-
mente dai valori di k, e k,. Resta cosl provata la convergenza in
media della | s¥)P)} in D¢a — D), Da questa con ragionamenti
di tipo noto, si trae la uniforme convergenza ‘della successione
stessa in ogni insieme chiuso interno a D) — Dk} e quindi in
ogni dominio interno a D, verso una funzione u che risultera
armonica in D — FD. Segue inoltre che

/ [#(Q") — sV QEN]Pdwk) < <

Fb(k)
qualunque sia k, purch® le (v) siano abbastanza grandi. Se allora
si scelgono le (v) in modo che questa diseguaglianza e la seconda
delle (3) siano contemporaneamente soddisfatte, tenuto conto della
continuitad delle s¢NP) in D, dalla diseguaglianza

Y/ [ — ri@aom < |/ frui@m — so@ondom +

FD(/c) FD(k)
)/ [1s1@m) — se@dut + )/ [sen@) — fi@pdots
VF‘/D(/‘) V.F/'D(k)

appare che il primo membro avra per limite zero quando k tende
a zero, cioé che la # assume in media su FD i valori assegnati.

Con cid & risolto il problema posto al n. 1.

Osservo infine che per il particolare dominio D qui scelto, si
possono ripetere con semplici varianti i ragionamenti tenuti in
una mia precedente nota [3], volta a mostrare la convergenza in
senso ordinario della soluzione del problema di DIRICHLET, gene-
ralizzato secondo G. CiMMINO, verso i valori assegnati al contorno,
ove questi si suppongano continui. Appoggiandosi all’identita fon-
damentale scritta al n. 2, si potrd infatti provare il lemma che
figura in [3], mentre per ogni punto di FD si potra sempre
costruire una conveniente barriera. Se dunque i valori assegnati
su FD si suppongono continui, la soluzione trovata del problema
generalizzato risolve pure il problema ordinario.
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