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Identita generalizzata di Wald nella teoria probabilistica
delle sequenze casuali.

Nota di Lurer CastoLpi (a Cagliari)

Sunto. - Si generalizza, utilizzando anche un procedimento deduttivo sem-
plificato, una nota identita di WALD relativa a sequenze di variabili
stocastiche identiche e indipendenti. A tale risultato su perviene contem-
plando il caso generale di variabili aleatorie X, (i=1, 2, ..) indipen-
denti e dotate di leggi di probabilita a prior: diverse. In relazione alla
variabile, cumulativa Sx =§1Xj, si deduce poi la completa legge di

J_
probabilita per la scadenza N di raggiungimento di estremi fissati.

1. Richiami ed ipotesi fondamentali.

I1 classico problema probabilistico della ‘ passeggiata a caso,,
con percorso finito ed esiziale agli estremi, noncheé quello delle
vincite-perdite al giuoco di due contendenti con alternative di
possibile rovina per ciascuno di essi, costituiscono come & noto, i
pitt semplici esempi di un problema generale che pud enunciarsi
nel modo seguente.

Sia } X,| una successione illimitata di variabili aleatorie, con
corrispondenti assegnate distribuzioni di probabilita a due a due
indipendenti. Siano F,(x) le corrispondenti distribuzioni di fre.

quenza, ed
o

&) M) = evral )
—o0
le relative funzioni momento-generatrici.
Di quest’ultime supponiamo che sia, per ogni valore di %:

2) ‘ M) ~— o0 per S — xoo |,
conseguendone similmente, pur per ogni valore di 4:
@) i
3) M) =II M) — oo per I — "zoco.
j=t
B ovviamente
4) M@0)—1=0 t=1,2 ..
e pertanto
(%)
4) M0)—1=0 (t=1, 2, ..,
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ed & pure, introdotte le medie m; delle variabili X,
5) = M,(0) = a M(s

m, = z‘)= s ‘()'0=0‘
Di qui segue

ﬂ:OEjzll‘lj (0) :1ijm'i 3

(6)

col risultato, che ove sia I’ultima somma diversa da zero, 1’ipotesi
(3) assicura esistente per 1’equazione

(%)
(7) M) —1=0

— oltre alla radice ¥ =0 — una seconda, %,, dipendente gene-
ralmente da 7 e definita quale valore reale di & per cui & insieme

(&)

®) Ms,) —1=0
e
9 M(5)<<1 per ¥ interno all’intervallo (0, %,).

(4)
Da quest’ ultima condizione e da (6) si trae subito la disugua-
glianza
i
(10) (Zm)50, <0
=
atta a definire, per ogni valore di ¢ per cui non sia 5,=0, il
segno di questa grandezza.

In queste ipotesi (2), di ampia generalitdh per le variabili X,,
mi propongo di stabilire, attraverso un semplice procedimento
deduttivo, una notevole generalizzazione della mominata identita
di WALD (), perseguendo anche l'intenfo di metterne in luce
taluni, credo ancora mnascosti, aspetti concettuali.

2. I’ identita generalizzata di Wald.

Colla posizione

(1) 8,=3 X,
=1

& definita la variabile cumulativa S,.
() L’identitd originale trovasi in A. WaLp, Sequential Analysis, New

York (1947). Essa & riprodotta nella recente opera di M. S. BARTLETT,
An Introduction to Stochastic Processes, Cambridge (1955).
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L’ indipendenza delle X, "consente di esprimere la funzione
momento-generatrice della distribuzione di S; comé segue:

i [O)
(12) Ms(5)=Ex |exp (38)} = Ho-nlj(si) = M%),
=

ove & lecito, ovviamente, concepire distinte le variabili %; in cor-
rispondenza ai diversi valori di 4.

Per il seguito, converrd scrivere I’ultimo risultato nella forma
seguente :

(4)
(13) Ex{exp(38)I M-'(3)=1,

Fino a questo punto, ’indice ¢ ha avuto nun ruolo puramente
parametrico. Ma & possibile attribuire ad esso il significato di
variabile aleatoria, con relativa distribuzione di probabilita, intro-
ducendo dapprima due estremi a e b (a<b e, come sempre
potremo supporre, @ <0, b > 0) alla variabilita di S;, indi carat-
terizzando il valore di i come quello per cui S; raggiunge o supera,
per la prima volta, U'uno o U altro degli estremi assegnati.

In tal senso scriveremo N in luogo di ¢ ma varrd pur sempre
la relazione (13) nella forma

(N)
(14) Ex | exp (S8Sn) | M—(3x) = 1 (N=1, 2, ..).

Immaginata nota la distribuzione di N, prendendo in (14) il
valor medio di entrambi i membri su questa variabile, e deno-
tando con P(< 1) la probabilitd che S; superi, quando che sia,
I’uno o Valtro dei limiti imposti, otteniamo alla fine:

= (N)
(15) En[Ex | exp (58Sy) | M—'(3y)] = P

B questa, concepita quale identita nelle variabili Sy(N=1, 2. ..),
la annunciata generalizzazione dell’identita di WaLD; stabilita
originariamente da quell’ Autore per variabili X; tutte dotate di
una medesima distribuzione, sotto ipotesi afferenti al valore 1 di
P, e limitatamente a una scelta di variabili Sy tutte coincidenti.

In tali circostanze, 1’identita (15) diventa di fatto

En[Ex | exp (3Sn)t M—F¥ ()] =1

(15') M) = Ma(3) N=1, 2, ..)
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3. Valori medi condizionali subordinati all’esatto raggiun-
gimento di un estremo.

Dalla identitd (15) pud trarsene una analoga per valori medi
condizionali, subordinata all’ipotesi del preventivo esaflo raggiun-
gimento di un estremo (@ o b). Denotando con P, e P, le probabi-
lith a priori che Sy si identifichi rispettivamente con a o con b, ed
osservando che ora il valor medio su X delle variabili indicate
non differisce da un corrispondente e noto valore esatto, la rela-
zione nominata diventa ovviamente

(N) (V)
(16)  PuEnw[exp (aSn)M—(3n)} + PbEN/b[exp(biw)M—’(‘SN)] = P,

Attribuiamo ora a ciascuna variabile Sy il valor Yoy definito
da (8). Si ottiene in tal modo da (16) la relazione

(17) PoEnj[exp (aon)] + PyEnp[exp (bSon)] = P.

Giova, a questo punto, associare alle distribuzioni condizionali
DPNja, PNp della variabile stocastica N le analoghe pseudo-distri-
buzioni

(18) };N/a — %V PNja ﬁN/b = P DN,

che dird S-modificate, della stessa variabile.

Si osservera che, ritemendosi nota la funzionme Son di N, la
conoscenza delle pseudodistribuzioni (18), una volta acquisita, con-
duce immediatamente a quella delle effettive distribuzioni ppya,
PN €, OVe oceorra a
(19) PN=Papnja+ Popnp.

Posto ora, per tentativo,

$ b
X "N Prja = Enjalexp (aZon)] = Aesd
N=0
(20)
S b0
2,8 e = Enp [exp (bvon)] = Aeb®,

definendo cosi univocamente A (> 0) e %,, la relazione (17) assume
la forma semplicissima
(21) Ppeo® 4 Ppebdy — PA—1,

Di qui, ricordando che &

(22) P, + P, =P,
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si traggono le soluzioni:

A—1 — eb% eady — A=

2 —_ —_—
( 3) .Pa, =P eodo — by ’ b= eaty — ebdy

Escludendo dapprima che sia 5,=0, anzi ritenendo, per fissare
le idee, ¥, >0, il carattere a priori non negativo di P, e P, esige
che sia e—bd% << A < e—aP%, e pertanto

(24) Aer®o <1 , Aedth>1 (30> 0).
Contrariamente, si riconosce che, per %, << 0, dev’essere:
(24) Aer¥>1 , Aebdh <1 (3, << 0).

Si conclude che il tentativo fatto mnello scrivere le equazioni
(20) riesce giustificato soltanto ove i primi membri di queste pos-
seggano valori oppostamente situati rispetto all’unitd. Fortunata-
mente, questa circostanza si trova effettivamente verificata, come
risulta dal confronto delle relazioni (17) e (22). B pertanto assicu-
rata la consistenza, nel caso 3,3 0, delle formule risolutive (23).

Con 3, =0, quest’ultime esigono 4 =1, come altresl risulta da
(17) e (22).

4. La distribuzione di N definita dalla corrispondente fun-
zione generatrice.

Supponiamo ancor dapprima %,7=0 e riprendiamo 1’identith (16)
concependovi identificate in un’unica variabile S tutte le Sy 45
consentiamo poi l'intervallo di variabilita definito da || <<|%,|.

Lia detta identitd diventa in tal modo

(N) (N)
(26) Poe®Enja[M—}(%)] + Ppeb®Enp [M—(¥)] = P.
Poniamo ancora, con ¢ reale,

(N) (N)
(26) PoENo[M—'(®)] + PoEnp [MS)] = PaEnja(e®@Y) + PpEnp(eiel),

definendo cosi — come risulta dal confronto di (25) con (22) e con
(20), (21) — due funzioni complesse di o, tendenti rispettivamente
a 0 e a 3, allo svanire di o:

¥,(¢) — 0 per — 0
@7) ¢ ¢

Jel9) — 3, per ¢ — 0.

Riscrivendo (25), una volta con ¥=5(¢), un’altra con ==3,(p),

e ricordando (26), si ottengono, per le funzioni caratteristiche con-
dizionali
(28) CN/“(‘?) = EN/a [qu’N] 5 CN/b =K Njb = [ei?ﬂ" ] s
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le seguenti due equazioni lineari

(29)

Py est(®)Cpyafg) + Py ed40) Cpfp) = P |
Pgea9:9) Cjalg) + Pbeb®:(9) Crp(e) = P l

Il complesso delle equazioni (20), (28) e (29), in cui si supponga
provvisoriamente P assegnato, definisce univocamente le costanti
A e 5, le probabilita a priori P, e Pp, nonché le funzioni carat-
teristiche condizionali Cnje e Cnp. Tali equazioni consentono per-
tanto, almeno concettualmente, la risoluzione del problema della
determinazione della distribuzione di N.

Va osservato che, una volta tratte da Cni e Cnp le corrispon-
denti funzioni condizionali di frequenza mediante le formule di
inversione

B r
AF@,) = lim | 857
(30) T—cw ), —%

CN/ b“(‘? )d?

AR) =tz + h) — ),
la determinazione di P risulta dalla soluzione dell’ equazione
31) F{oola) + F(cofb) = P.

Il caso 5,=0, finora escluso, comporta ()= ,(¢) = () e
porge, in luogo di (29), il sistema

Poes®9)Cppalg) + Poe®9Cpply) = P

29
29) 0. Pqe¥(9) Cpja(e) -+ bPpet®@) Cpp(e) = 0

Di qui si procede in modo del tutto simile a quello tenuto a
partire da (29).

Va infine considerata la possibilita che Vuno o I’altro degli
estremi g e b diverga, in modulo, all’infinito.

Consideriamo, per esempio, il caso in cui & a=— oo, simil-
mente procedendosi nell’ eventualitd rimanente.

In tale ipotesi & certo P,—0, P, = P, il che & possibile, per
(23), soltanto se & S,<<0. Aggiungasi che affinche M,(>) risulti
finito per ogni valore di ¢ per cui non sia nulla la probabilita
di qualche valore negativo di X,. deve ora essere wmon negativa
la parte reale di 3. A tale condizione soddisfa ¥,(¢), non ,(¢) che
converge a ¥, < 0, allo svanire di ¢.

Delle equazioni (29) rimane pertanto soltanto la prima a defi-
nire Cyp nella forma

(32) Cilo) = e—bt0(e),



