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Sulla Dinamica delle particelle di energia relativistica: moto
relativo di due elettroni veloci, i quali si attraggano mutua-
mente secondo la legge elettrodinamica di Weber,

Nota di Anronio PrieneEpovuI (a Bologna)

Sunto. - (Vedi § 1).

§ 1. Le grandi difficolth connesse con 1’integrazione delle
equazioni del moto della Meccanica relativistica fanno si che per
ben pochi problemi particolari i risultati finora ottenuti siano
soddisfacenti.

Ma cid fa delinearsi ampi campi aperti alla ricerca e convince
ad insistere, piuttosto che ad abbandonare 1’argomento o a consi-
derarlo come oggetto di ricerche analitiche pure, non dotate di
corrispondente interesse fisico.

Tale punto di vista appare tanto pilt vero quando si pensi che
oggi occorre spesso, nella Fisica nucleare, studiare i moti di par-
ticelle dotate di emergie di ordine relativistico.

Ritengo, quindi, non privo di interesse, di fronte alle moderne
questioni della Fisica, continuare sulla via intrapresa da quando
ho cominciato ad occuparmi di problemi di Dinamica delle parti-
celle veloci (}). Nella presente Nota, segnalo un nuovo caso di
riducibilith a quadrature: quello concernente il moto relativo di
due elettroni veloci, i quali si attraggano mutuamente secondo la
legge elettrodinamica di WEBER.

§ 2. Siano dati due elettroni P, e P, di cariche uguali e (come
si sa, invarianti) e di massa «a riposo» m, (=9,10—*® gr), in
moto relativo, e sia r la loro distanza all’istante { nel sistema di
riferimento dell’osservatore. Fra tali due cariche si eserciti una
forza attrattiva, che supporremo data dalla legge elettrodinamica

(*) A. PieNEDOLIL, Sul moto di un elettrone veloce in un campo elettrico
e in un campo magnetico sovrapposti, « Atti dell’Istituto Veneto di Scienze,
Lettere ed Arti, Classe di scienze mat. e nat. », t. CIX, 1950-51.

— — Sulla Dinamica relativistica del punto materiale, <« Atti e Memo-
rie della Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena», serie V,
vol. IX, 1950-51.

— — Sui moti tautocroni del punto materiale veloce, « Atti del Semi-
nario matem. e fisico della Universitd di Modena », vol. V, 1950-51.
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di WEBER (?) cioe, in valore assoluto:

Y o
ﬂ} , (c=3.10" cm/sec).

F(r)—_—j—:[1 -

Le equazioni relativistiche del moto «assoluto» (rispetto al
predetto sistema di riferimento solidale con 1’osservatore) delle
due particelle considerate sono:

a dP et 7t — 2rr
“(m ])=—7§[1““‘—_}(P1“‘P2)1

at\"dt c?
d dp, e? rt— 2rr
o | @) =5l = e = e
1 dapP
m, = mo(l — zv‘g/c’)— %, My = mo(l — ’022/02)_ Ea U, = ﬁt_l ’
ap . dr . d*r
| ve=gg s r=wod(P,—Py), =g, 7= gp;

mentre ’equazione differenziale vettoriale indefinita, relativistica,
del moto relativo dei due elettroni &:

d[ dP,—P 2¢? rt — 2ry
®) %[mld—tz)]=—?[1_TJ(P’_P’)’
dove m = m,(1 — vg/c’)_% ¢ la massa assunta, alla velocita
aP, — P
v:<—'dtﬁ’), dall’ elettrone P, pensato nel suo moto relativo

all’ elettrone P, considerato come fermo.
Moltiplicando scalarmente ambo i membri della (2) per

vzc&fi), si ricava:
dm . m d 2e? r® — 2rrldr
a v e g == r_’[l~—c?—]ﬁ’
ciod
d(me?)  2e’ 7t — 2rr) dr
®) dt _-7[1_ ¢t |dt’

la quale fornisce un notevole integrale primo (integrale relativi-
stico dell’energia per un sistema lagrangiano con forze dipendenti
dalle accelerazioni). La (3) si pud scrivere, invero:

dme?) _ d (2e*\ 26 d (7}
dat _dt('r Tt dt(r)’
() W. WEBER, « Annalen der Physik», LXXIII, 1848, pag. 193. Cfr.

anche : E. T. WHITTARER, Analytical Dynamics, « Cambridge, University
Press », 1927, pag. 44, n. 31.
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e da questa si ottiene I’infegrale primo:

4) met—=—— 5 — +h, (m =my(l — v¥c?)™ %),

dove h & una costante che si potra supporre nota, date le condi-
zioni iniziali:

Poiché il moto & centrale, riferiamo P,, mel piano del moto
stesso, ad un sistema di coordinate polari » e 6 con origine in P,.
Moltiplicando ambo i membri della equazione differenziale (2)
vettorialmente a sinistra per P, — P,, si ottiene:

d[ dP,— P,
(Px—Pz)/\bﬁ[m_(fdt—)]z(),

da cui, in coordinate polari:

at

con A costante, che supporremo data, essendo assegnate le condi-
zioni iniziali. I’integrale (b) & Pintegrale relativistico « delle aree »
(per cosl dire).

Dall’ integrale soprascriito, si ricava:

(5) mr = A, (é:@),

My 1o PR

—34 =V1i—oYc
cioe :

. . m.2ct .
(6) V=1t 4 0 = — 24 ri6e,

D’ altra parte, ’integrale (4) fornisce:

m,cir S
: = V1 —2¥c,
2e%c? —- 2€%r* + hetr
da cui:
241042
. my*ctor
v:=c*— > s
(2e’ct — 2e%r* + he’r)?
cioé:
2010902
. . my*ctor
(7) 702 — ¢ — ¢ — 0

(2e%? — 2e%r* + he'r)t
Sostituendo il valore di 76 espresso dalla (7) nella (6), si oitiene :
(6) A28 4 my e = (et — r2)(2e2ct — 22t + rhct)?,

che & una equazione di sesto grado mella velocita radiale 7. Dovra
risultare #*>>0, in quanto, se fosse 7*<(0, la velocita radiale
sarebbe immaginaria, al che non corrisponderebbe alcun moto
effettivo.



SULLA DINAMICA DELLE PARTICELLE DI ENERGIA RELATIVISTICA, ECC. 13

Si osserva che 1’equazione (6°) si trasforma in una equazione
di terzo grado nel modo seguente: 1’equazione in parola si pud
scrivere:

" . . he*r? A®c® + my*cr?
) (= 'r’){(c’_ D+ 2e’} = i
e, ponendo:

. he*r
7 z=02—r2+282,
si ha:
her\ A% + mycor?
of,,  RCTY __ ()
®) ? (3 2e2)" Ze' :
Ora, perche risulti 2> 0, deve essere:
her
c® + 2002 —z>0,
cioé :
hr
2 JR—
9) z<<c¢ (1+262>.
Sara anche r* < ¢, quindi, in definitiva
(10) a<<lez<c+a,
hetr

essendosi posto Tgr = O

Seriveremo la (8) sotto la forma:

(11) f@=2(—a)—0b*=0,
dove
bz =A268 -+ m‘)?clori
4et ’
La (11) deve, dunque, ammettere una radice z, soddisfacente
alla (10).
Si ha:

f0) =f(a) = — b*; ['(» =32*—2az =282 — 2a); ["(r) =62z —2a.
2
La derivata f'(z) si annulla per 2=10 e per z — 30

Risulta:
f"(0) =—2a < 0, per a > 0, ciod per b > 0;

2
f"(ga)=2a>0, per a >0, cioe per > 0.

Perche sia 2z, < ¢*+ a, deve essere f(c*+ a)=>0, ciod
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(¢* + a)’c* — b* >0, ovvero:
(1 hr\® __ A*c® 4+ m c''r?
- ot .

2e?
Da questa si ricava una limitazione per il raggio r; preci-
samente:
hr R A myic!

—_— - o 2
(12) 1+ e et = het VU Taet T
cioe :
, _ hP—myct A’ct
(129 F(r):Tr +e_‘3+1—HZO’ con r > 0.

Distingueremo i tre casi:
> myct,  RhP=myct, R <<mych.
Il discriminante di F(r) risulta:

myict  A'c(h® — myict)
-+ .

(13) A= et 4e®

Nel primo dei casi sopra detti, cio® nel caso in cui sia
h* > my*c!, risulta A > 0. Allora, se & anche 1 — A*/4e* > 0,
Aze?
risulta F(r) >0 per r > 0. Per h®> m,*c'(>0) ed 1__4e_2<0’
la F(r)=0 possiede una radice negativa ed una radice posi-
tiva r,; durante il moto sard r, <7 <+ oco.

Nel caso in cui sia
/

(14) et (1 —

4et

202

c
si ha ancora A > 0; se, inoltre, & —4?> 1, allora 1’equazione

F(r)y=0 possiede due radici positive =, ed r, e, per r compreso
fra r, ed r, si ha F(r) > 0. Ci troviamo in un caso particolar-

mente importante in cui si ha moto oscillatorio fra r, ed r,.
2n2

Infine, per 0 < h* <m c* ed % <1, Yequazione F(r)=0,
ammette una radice negativa, ed una radice positiva r,; la fun-
zione F(r) risulta positiva per 0 <r <r,, e la r varierh fra 0
ed r,; se inizialmente & 0 <#r —r,<<r, ed r,> 0, la r crescera
da 7, ad 7, quindi decrescera da r, a zero, etc. Nel caso partico-

lare h*=m?,ct, la F(r)=0 si riduce a fornire la limitazione

Arc’ — 4et .
r= e °on r =0, per cui dovrd anche essere A4%c?®>4e'.
Possiamo ora brevemente discutere anche il caso in cui
. her .
sia h < 0. In questo caso, posto 5ot = — % Sl ha ¥ equazione:

f@)=2(@E+«)—b*=0
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e deve essere z, <c¢? —«, quindi:
f(e — )= 0.

Si ha la stessa disuguaglianza per la F(r), dove h & ora nega-
tiva. Si riconosce che in questo caso non é possibile moto periodico.

Per quanto riguarda ora 1’equaziene del tempo, supponiamo
di indicare con ®(r), il valore di #* relativo, naturalmente, ad un
possibile moto.

Avremo:

(15) rt= (%)2 = d(r), Z—: =+ Vo (r),

ciod separando le variabili ed integrando :

d
(16) t—t, = f —+—V%(?~5

che &, appunto, I’equazione del tempo.
Si ottiene anche 6 in funzione di 7, a meno di una quadratura.

Si ha, infatfi:
. an\2 de\2(dr\? dae\?
v =(a) = (@) (@) = (@) oo

Ma
Vl T
éz_.<@2_ Ag_A’ - c? _
- dt) ~mrt T my? 4 -
a0\
2 (22
. _-b(r) + 7 (dr) ®(r) 2 ] a6\
my? c? A2 ¢t — O(r) — r*®(r) dar

- rt = myc? ! )

Confrontando, si ottiene:

( d0)2 42 ¢t — d(r) — fr’(b('r)(%.)2

[ = -
) myict 7t

dr

cio®, infine:

(17) b —b,=[ = a _m¢2(:2) ar,
r2®(r) + ;iQ 1 &(r)

col che & raggiunto lo scopo del presente lavoro.




