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Sulla rappresentazione asintotica delle funziomi di Bessel
di uguale ordine ed argomento.

Nota aggiuntiva di Luicr GaTrescmI (a Bari)

Sunto. - Nel n. 1 si mostra come una inesattezza contenuta in un prece-
dente lavoro non altera i risultati ivi conseguiti. Nel n. 2 viene stabi-’
lita una semplicissima formula asintotica per Y,(v); questa formula
permette nel n. 3 di migliorare una recente disuguaglionza di K. M.,
SieceL e F. B. SLEATOR.

1. La Memoria dello stesso titolo inserita nel T. 38, (1955), degli
Annali di Matematica pura ed applicata, da pag. 267 a pag. 280,
(Memoria che indicheremo nel seguito con-« M »), contiene a pag.
275 una inesattezza: infatti la funzione senhz—z non ha nel
segmento OA la sua parte reale negativa come occorrerebbe per
la validitd della relazione

00 (__ 6)»11 2(m+k)mi Vps m
, p— 2 (m) ( R
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essendo gli 4, dati dalla (6) di pag. 272 di « M ».

Tuttavia, come ora mostreremo, le formule stabilite in «M » con-
tinuano a sussistere. Basta per questo procurarci una maggiorante
pil « aderente » per la serie inviluppante la funzione senhz — z.

Riprendiamo la questione dalla valutazione dell’ integrale

4
I+, = ][ ev(senhe—=z gz
o

dove A ==x/V3im.
Posto z = pein/3, si ha
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e, se poniamo

0 p3s 2sme I 2smi
Un=2@n+2s+91°® 3 _820(2n+i2s+ 315" 3 >

per il termine complementare R, (o), si ha
Rn(P) — e(Rn i 3)ni/3p2n+3( U’l + ,&Vn)
Si prova facilmente che per 0 <<p<<27/V3 emn=1, 2,..., &

1 V3 p* V3 4

O=U.=@pg ' =V=35 s8I~ 2 69nryi6.7"
da cui
, 1,1
UiVl < gy
quindi

11 n+3
B g g (0=e= ).

Ne segue per la (3)

0o P‘Zk+3 1

W= = 2 g << S g™

Osservato inoltre che &, per 0<Co<<2x/V3,

0 << Rufp) <<

1(1 P’ 0,68 04
i3 +6.7Sav <
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avremo
% 1 e vf—30,4
e« 3 bulp]l” << 3 ulp)ne’s
m=0 M m=0
e quindi, per la (4), applicando il teorema della sostituzione for-
male, (si veda n. 2 di « M »),

@y 3\ m
evulp) —< 2 (—-Q_ A (m)e2(m+k)m/392(m—|-k)( P ) <<
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Da questa e dalla (1) segue

2n

O e e BT o
Il —+ @Iz _(k W%‘——o poo Ak(m)e 3 ./6 6 (?) P?(m-f—k)dp <<

P 0
(x: 6»3 _
<<k 75:0 m! Ay
dove
2nA/3
T — o (vo'\" 2Am+k)
(5) Jk’l?L: (1’1)"16 6 ? 14 " dP-

0
In «M> in luogo degli integrali J,,,, figurano gli integrali

2n//\/§ s
J;:) m=[(cosh P)me_v-o3/6(v_g—) lo"'"‘”’dp,
0

per i quali sussiste la disuguaglianza, (<« M », p. 277),
2p-+3m+-1

2 2m 2p+m+1
V;(Q)T (2m) 2

* 3" a7 +
Ip—m, m < Jp—m,m=<<e v p+3m+1 "

1 2p + Bm+1 2p+1
o5 (6) r (2p ;— 1

+§ 3 +m).

\4

Tutte le formule stabilite in « M » risulteranno pertanto valide
qualora si provi che, per 0 <<m <<p, risulta

- 2p+8m+1
2 fim e rmal 2
(6) = 3 m‘/— > 2 %*
Jp—m,m <e S 2 +8m+ 1+
2p+3m+-1 2p+1
+12 3 6 3F(2p+1+m.
3 v 3
Se nella (5) poniamo
vl
10 — ¢
si ha
4yrd/151/3
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Tp—m,m <3 3 3

1,1) (6\2+1 (B\, . 2p+1 /2 1
( )(;) 3 ( )’”+3—F(p+ +m).
Da quest’ultima disuguaglianza segue la !validita della (6), &
infatti per m e p non negativi
B\, . 2+t 2pi3mt1
(1,1)= (g) 3 .

Mt -

2. Analogamente a quanto abbiamo fatto in «M»> per Jy(v),
vogliamo ora stabilire una semplicissima formula per Y,(v).
Dalla (17) di « M » si ha

Yv(\') == ;;—1 (?)% <Bo -+ Do CcoSs ;:—;) -+ M ]

™ ki1

con

21/2 628 2
Imlsg o3 (;)— + 3 I@) ‘ (4,9 + A4,W) =

6

21/2
) (eﬂ/; 1)
=&\ v T3
ed avendosi inoltre
1 O \3
p,=r(%, (=YY, B,=r(l
3 v3/ 6 3/
ne segue

o sl (S

Volendo evitare 1’uso della funzione gamma incompleta basta
osservare che

(b2 5 =r () = W (2 57 en s

Possiamo allora scrivere

Yv) = :2—;} (g); I‘G) -+ p¥,
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dove

2m\3y S\ 2
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2% -
) 2,/2 2m 3 =
1) - o gl -—_)1(\/3’
- 3 =\¢ 1 /3l & [ X5
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Supposto v =6 si ha la piu semplice disuguaglianza

[ o*| <_1_}e-—27r‘\/§ + 2 ez/ax/_:? 1 TP ﬁ 2)
e - yT I5) "

6 3 2n

e dopo qualche calcolo

0,252
pHl=-, v=6.
Da una ispezione sulle tavole delle funzioni di BESSEL si veri-
fica facilmente che questa disuguaglianza per |p*| vale almeno

per v=>1.
Si ha pertanto

_r<l>
V)= 3y g
8) 2 _41 4 ’
( 233 3oy
0,252
¥l ——, v=1
VT

3. K. M. SieceL e F. B. Sreator (!) hanno stabilito recente-
mente che, per > 1 e v positivo, sussiste la disuguaglianza

1 (0964 |cosvr|

(9) ]Yv(vnc)|<gc,—/2 STt Tt

dove ¢ & la differenza fra v e il massimo intero contenuto in v.
Dalla (8) pud dedursi una migliore disuguaglianza.

(1) XK. M. Sige¢eL and F. B. SLEATOR, Inequalities involving cylindrical
functions of nearly equal argument and order, Proceed. Amer. Math. Soc.,
5, 19564, pp. 836-344.
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Tenuto conto che la funzione va[J,*(vx) + Y,’(x)] & una funzione
decrescente di x, (*) si ha

(10) T ) + Vi) < 3 [9720) + T0)
e da questa

1
(11) | Ys0) | < 75 L1 + | )11

Per la disuguaglianza di CAucHY (3)-

=6

2 4 1
2% 36 y®

e per la (8) si ha allora dalla (11)

1
r (3 o5
| Ypw) | < -+ ( T <3“’6+3"3)+0’J—f2]’

atlz |wvils 223
cioe
1 13,841 0,252
(12) | Yy{V(L‘H <m L‘EV’/!‘! v :' ’ x > 1

Abbiamo cosl provato questa disuguaglianza per v=1, perd
dalla (9) segue che essa vale anche per 0 <<v << 1.

Naturalmente la (12) ¢ migliore della (9) quando v & grande,
cioé nel caso pilt interessante.

B ovvio che dalla (10) pud dedursi con lo stesso procedimento
la disuguaglianza

(13) | Jvae) | < ==

— +
xile |mvtls v

x> 1.

1 (3,841 0,252]

(?*) W. MaaNus and F. OBERHEITTINGER, Formulas and Theorems for
the Functions of Mathematical Physics, New York, 1954, p. 25.

(®) G. N. WaTsoN, 4 Treatise on the Theory of Bessel Functions, 2nd
ed., Cambridge, 1948, p. 231.



