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Sulla rappresentazione asintotiea delle fanzioni di Bessel
di uguale ordine ed argomento.

Nota aggiuntiva di LTJIGI GATTESCHI (a Bari)

Suuto. - Nel n. 1 si mostra come una inesattessa contenuta in un précé-
dente ïavoro non altera i risultati ivi conseguiti. Nel n. 2 viene stabi-°
lila una semplicissima formula asintotica per Yv(v) ; questa formula
permette nel n. 3 di migliorare una recente disuguaglian&a di K. M.
SIEGKEL e F. B. SLEATOR.

1. La Memoria dello sfcesso titolo inserita nel T. 38, (L955), degli
Annali di Matematica pura ed applicata, da pag. 267 a pag. 280,
(Memoria che indicheremo nel seguito con -« M »), contiene a pag.
275 una inesattezza : infatti la funzione senh z — z non ha nel
segmento OA la sua parte reale negativa come occorrerebbe per
la validità della relazione

«X» ( „ 6V" 2(fBH-fc)7T< h

ev(senhB-8) -^ S l / Ah
im) e 3

 0«m+«
m '

fc,m=o *»! k U

essendo gli Ak
im) dati dalla (6) di pag. 272 di « M ».

Tuttavia, come ora mostreremo, Ie formule stabilité in «M» con-
tinuano a sussistere. Basta per questo procurarci una maggiorante
più « aderente » per la serie inviluppante la funzione senh z— z.

RLprendiamo la questione dalla valutazione dell' integrale
A

0

dove A = 7r/
Posto z = peilli3, si ha

2n/V3

(1) I t + H2= e-vp3/6evw

o
con

(2) te(p) = senh pe*"/3 — pe**/8 •+• p3/6.

È
n—X

(3) «(p) = fcSi ( 2
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e, se poniamo

TT _ ~ ?2S 2S-KJ __ ~

^ — sf0(2^ + - 2 S - H £ ) ! C O S 3 ' ^ - s t o

per il termine complementare J£n(p), si ha

Si prova facilmente che per 0<p^27c/V3 e n = 1, 2?..., è

V3 p* V3 4wa

° — ^ — (2n + 3)! ' ° ^ y " ^ 2 ( 2 ^ + 5) ! < - 2 " 9 ^ - H 3 ) !6 . 7

da cui

quindi

Ne segue per la (3)

(4) f«(p)-< - S P _
fcl [Alt + o

Osservato inoltre che è, per 0<p<2-n:/"\/3.,

avremo
oo l

e quindi, per la (4), applicando il teorema della sostituzione for-
male, (si veda n. 2 di « M»),

evu(p) -< S ~—— Ak
{m)e^m+k)niPoH'm+k)\ — )

( 6 - 1 ,

fc,m=0 «*! l 6
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Da questa e dalla (1) segue
2rr

V3

i
OO g _
V _ _ A (m) T

«M ! ^ f t «'ft,!» î

dove

(5) j
o

In «M» in luogo degli integrali J^,m figurano gli integrali

Jfc, w = ƒ (cosh p)lwe-vp8

ó

per i quali sussiste la disuguaglianza, (« M », p. 277),

f p—m,

Tutte Ie formule stabilité in « M » risulteranno pertanto valide
qualora si provi che, per 0 < m < j p , risulta

Se nella (5) poniamo

si ha

,« = (1,1)- Ç ) ^ 1 " J (i) ~1~~ ƒ
0
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e quindi
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dp—m, m "^
,1) /6\2p±_i / 5 \ m , 2p+i (2p -Hl \

Da quest'ultima disuguaglianza segue la ^validità délia (6), è
infatti per mep non negativi

2. Analogamente a quanto abbiamo fatto in « M » per J"v(v),
vogliamo ora stabilire una semplicissima formula per Yv(v).

Dalla (17) di « M » si ha

con

93 O3

5v

ed avendosi inoltre

ne segue

Yolendo evitare l'uso della funzione gamma incompleta basta
osservare che

Possiamo allora scrivere
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dove

Supposto v > 6 si ha la più semplice disuguaglianza

| P* | < i

e dopo qualche calcolo

5V 6

Da una ispezione sulle tavole delle funzioni di BESSEL si veri-
fica facilmente che questa disuguaglianza per | p* | vale almeno
per v > 1.

Si ha pertanto

(8)

3. K. M. SIEGEL e F. B. SLEAÏOÜ (') hanno stabilito recente-
mente che; per i c > l e v positivo, sussiste la disuguaglianza

(9)
I [0,964
II [ V l/3 2V7I

dove e è la differenza fra v e il massimo intero contenuto in v.
Dalla (8) puö dedursi una migliore disuguaglianza.

(*) K. M. SIEGEL and F. B. SLEATOR, Inequalities involving cylindrical
functions of nearly equal argument and order, Proeeed. Amer. Math. Soc,
5, 1954, pp. 336-344.
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Tenuto conto che la funzione vx[JS(vx) H- YV
2(V#)] è una funzione

decrescente di x, (*) si ha

(10) Jv'(vas) -+- Yv
2(vx) < i [Jy*(v) -+- Yy*(v)],

e da questa

(11) | Yv(va;)| <

Per la disuguaglianza di CAXTCHY (3)*

Jv(v)

e per la (8) si ha allora dalla (11)

TT
0,252

3,841 0,2521
7TV1/3 ' 7TV J '

cioè

(12)

Abbiamo cosï provato questa disuguaglianza per v > 1, perö
dalla (9) segue che essa vale anche per 0 < v <c 1.

Naturalmente la (12) è migliore della (9) quando v è grande,
cioè nel caso più interessante.

È ovvio che dalla (10) puö dedursi con lo stesso procedimento
la disuguaglianza

(13) <
1 [3,841 0,252

1—rr ;
O!1/* -rtVl/3

(2) W . MAGNUS and F . OBERHEITTINGER, Formulas and Theorems for
the Functions of Mathemattcal Physics, î^ew York, 1954, p . 25.

(3) Gr. IN". WATSON, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, 2nd
éd., Cambridge, 1948, p. 231.


