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Caratterizzazione delle quadriche di un o spazio
(tridimensionale) iineare sopra un corpo finito.

Nota di GTIANFKANCO PANELLA (a Eoma) (*)

Sunto. - Come al n. 3.

Un insieme di punti di uno spazio (a tre dimensioni) Iineare
sopra un corpo finito y> di caratteristica p diverso da due, è, per
definizione, un insieme Q se sono verificati i seguenti assiomi :

a) nei r insieme esiste un punto P , da dirsi centro deir in-
sieme, tale che la retta generica per esso ha con Tinsieme uno
e un solo punto comune distinto da P ;

b) fanno eccezione alla a) le rette per P appartenenti a un
piano, da dirsi piano tangente in P all ' insieme;

c) se tre punti deir insieme sono allineati ogni punto della
retta che li contiene appartiene a i r insieme.

La a) e la b) implicano [l) che un insieme Q ha un numero di
punti maggiore o uguale a g 2 + l (2).

(*) 1ST. d. R. Entrata in Redazione il 27-6-55.
I risultati di questa nota coincidono in parte con quelli ottenuti per

via leggermente diversa dal dott. A. BARLOTTI, nella Nota pubblicata in
questo stesso numero. I due lavori sono stati eseguiti in modo del tutto
indipendente.

(!) Per la definizione di spazio Iineare sopra un corpo (e relative pro-
prietà) si rimanda all'opera di B. SBGRE : Lesioni di Geometria modema,
vol. I, Zanichelli, Bologna, (1948).

Mi limito a rieordare che uno spazio tridimensionale Iineare sopra un
corpo finito è costituito, se in y vi sono q =p f t elementi, da Q3-f-g2H-g -4-1
punti (piani) e che da un punto dello spazio escono q2 -h q -+-1 rette.
In un tale spazio valgono i postulati di appartenenza e il principio di
dualità ; ogni retta possiede g + 1 punti e ogni piano q* -+- q -f- 1 rette.

(2) Per le proprietà dei (q -h l)-archi e delle quadriche^ alle quali si
farà ricorso nel seguito, si possono consultare rispettivaraente i seguenti
lavori: B. SEGRE : Sulle ovali nei piani lineari finiii, Tiend. Ace. Naz.
Iiincei, (VIII), vol. XVII, fase. 5, (1954). G. APRILE : La geometria protêt-
Uva in un corpo numerico finito, Atti Ace. Leonardo da Vinci, (1934-35).
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1. Un insieme Q si dice non rigato se nelFinsieme non vi sono
terne di punti allineati (Ie quadriche non rigate proYano Fesi-
stenza di tali insiemi Q) ; per un insieme Q non rigato valgono Ie
seguenti proposizioni :

I. Il piano tangente nel centro a un insieme Q non rigato non
contiene punti delV insieme distinti dal centro.

Inf atti, detto S un punto del piano tangente nel centro P a un
insieme Q non rigato, si consideri un piano per la retta PS', esso
ha q punti, non appartenenti alla PS, in comune con F insieme Q,
i quali, con il punto P, costituiscono un (q -+- l)-arco R ; poichè
per S vi sono delle secanti a K il punto JS non puö appartenere
all'insieme Q non rigato.

Da ciö segue che un insieme Q non rigato ha esattamente g2 -+- 1
punti e, quindi, vi sono q -+- 1 rette per ogni suo punto B che non
incontrano F insieme Q in punti distinti da E. È immediato che:

II. - Un piano che abbia due punti comuni con un insieme Q
non rigato interseca Vinsieme in un (q •+• l)-arco.

Si considerino, infatti, i g + 1 piani per due punti di un insieme
Q non rigato : ciascuno di essi ha altri q — 1 punti a comune con
F insieme poichè non esistono dei (q -+- 2)-archi.

Yale, inoltre, la propriété :

III. - Le q -+-1 rette uscenti da un punto B di un insieme Q
non rigato e non intersecanti ulteriormente Vinsieme riempiono un
piano.

Siano, infatti, r e s due di tali rette e sia a il piano da esse
individuato : se a avesse un punto in comune con Tinsieme Q non
rigato, oltre al punto B, intersecherebbe 1' insieme in un (g-hl)-arco
K e Ie rette r e s sarebbero tangenti a K in B. Poichè ciö è in
contrasto con le proprietà di an (#H--l)-arco Ie q -+- 1 rette per B
non intersecanti ulteriormente F insieme Q non rigato çoincidono
con Ie rette per B appartenenti al piano a.

La III svincola Finsieme Q non rigato dalla nozione di centro
poichè, come corollario di essa, si riconosce che qualsiasi punto di
un insieme Q non rigato gode di proprietà analoghe a quelle del
centro ; in particolare si puö definire in ogni punto B di un
insieme Q non rigato un piano tangente assumendo corne taie il
piano per B non intersecante ulteriormente Finsieme.

Proseguendo nella discussione è opportuno stabilire la proposi-
zione seguente :

TV. Se un punto T è contenuto in un piano tangente a un
insieme Q non rigato e non appartiene alVinsieme, allora per
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il punto vi sono q + 1 piani tangenti a Q e essi inviluppano un
cono quadrico ; i punti di contatto di questi piani con Vinsieme Q
non rigato appartengono a un piano e, quindi, costituiscono un
(q -h l)-arco.

Il piano a per T sia, per ipotesi, tangente in un punto S a un
insieme Q non rigato ; un piano per la retta TS. distinto dal piano
a, ha in comune con F insieme Q un (q^~ l)-arco rispetto al quale
il punto T risulta esterno e, quindi, esiste una retta per T (distinta
dalla TS) la quale è tangente al (q -+- l)-arco in un certo punto M:
il piano tangente in M air insieme Q non rigato passa per T. Esi-
stono, cioè, q -H 1 piani per T tangenti air insieme Q non rigato ;
se si considéra il cono che da T proietta i punti di contatto di
questi piani con F insieme Q, tenendo presente che un piano gene-
rico interseca il cono in un (q -\- l)-arco (3), si stabilisée la prima
parte delFenunciato.

Si indichi, quindi, con C il cono quadrico inviluppato dai piani
passanti per T e tangenti ail' insieme Q non rigato e con Plf P2 ,
P3 tre punti comuni air insieme Q e al cono C; sia, inoltre, p il
piano per i tre punti considerati e A il punto comune a p e a una
generica génératrice di 0. Se A non appartenesse air insieme Q,
proiettando da T il (q -H l)-arco comune a p e all' insieme Q si
otterrebbe un cono quadrico distinto da C : ma ciö è assurdo poi-
chè i due coni hanno lo stesso vertice, tre generatrici comuni e
sono tangenti lungo ciascuna di queste generatrici a un medesimo
piano.

La proposizione IY è invertibile : se si considéra un (q -H l)-arco
K di un insieme Q non rigato i piani tangenti air insieme nei
punti di K passano per un punto (4). Premesso ciö è opportuno
porre in evidenza che :

Y. Un insieme Q non rigato è individuato univocamente non
appena siano noti un suo (q •+- l)-arco K, il cono quadrico invilup*
pato dai piani tangenti ail'insieme nei punti di K e un ulteriore
punto delVinsieme.

Detto T il vertice del cono C inviluppato dai piani tangenti
air insieme Q non rigato nei punti di K e P un punto deirinsieine

(3) II quale, per un teorema di B. S E G R E , è una conica (per la biblio-
grafia si confronti la nota (2)).

(4) P e r provarlo si considerino tre di quei piani tangenti e il cono
che proietta dal loro punto comune (e i t re piani non appartengono a un
fascio) il (g-Hl)-arco K: questo cono, per la I Y , è inviluppo dei piani
tangenti ai l ' insieme Q ne i punt i di K.
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non su K, si consideri una retta r per P, il piano <x individuato
da r e da una sécante a Z e siano P, e P2 i punti di K apparte-
tenenti alla sécante; oc interseca F insieme Q in un (q -+- l)-arco H
il quale contiene il punto P, i punti Px e Px e è tangente in Pj
(Ps) alla retta comune a a e al piano tangente in Pl (P2) al cono
C. Quindi T̂ è uniTOcamente individuato, dovendo, per il teorema
di B. SEGRE già citato, coincidere con la conica deterniinata dalle
condizioni poste in evidenza. Se la retta r è tangente a H essa
appartiene al piano tangente in P alF insieme Q non rigato ; in
caso contrario è individuato e unico il punto deirinsieme (distinto
da P) appartenente alla retta r.

Le proposizioni precedenti permettono di stabilire il seguenté
risultato :

.VI. Ogni insieme Q non rigato è una quadrica a punti ellittici
e viceversa.

La verifica che una quadrica a punti ellittici sia un insieme Q
non rigato è immediata. Considerato un insieme Q non rigato si
prendano in esame un suo (q -+- l)-arco K, il cono quadrico invi-
luppato dai piani tangenti all' insieme nei punti di K e un altro
punto P deirinsieme.

Per la V gli elementi considerati individuano univocamente
F insieme Q non rigato e, inoltre, individuano univocamente una
quadrica: per provare Fenunciato occorre stabilire che la quadrica
è a punti ellittici (5).

Infatti, se la quadrica in questione fosse rigata, si potrebbero
considerare q -t- 1 sue rette sghembe a due a due uscenti ciascuna
da un punto di K (6) : sarebbero cosï individuati i (q -K l)2 punti
délia quadrica e P non sarebbe compreso tra essi non appartenendo
a nessuno dei piani tangenti alV insieme Q non rigato nei punti
di K.

Premessa la VI, si prova abbastanza facilmente che :

VII. Conàizione necessaria e sufficiente perché q* -+- 1 punti di'
uno spazio lineare (tridimensionale) sopra un corpo flnito di carat-
teristica diversa da due siano tutti (e soli) i punti di una quadrica
non rigata è che tre qualunque di essi non siano allineati.

Per un taie insieme di punti, infatti, si prova, con dimostra-
zione analoga a quella délia proposizione II, che un piano che

(5) Si noti che la quadrica non puô essere specializzata.

(6) É una di tali rette r useente dal punto Pt di K apparterreblae al
piano tangente in Pt ail ' insieme Q non rigato.
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abbia con esso in comune due punti 1'interseca in un (q ~H l)-arco ;
da ciö segue (come nella III) che in ogni punto si puö definire
un piano tangente all'insieme e, quindi, detto P uno dei (f -f- 1
punti Tinsieme considerato è un insieme Q non rigato di centro P.

VIII. In uno spazio lineare (tridimensionale) sopra un corpo
finito di caratteristica diversa da due non esistono q* -+- 2 punti tre
quaïunque dei quali non siano allineati.

Considerati, inf atti, q% -4- 1 dei punti in questione, essi, se tre
quaïunque non sono allineati, costituiscono un insieme Q non
rigato ; il piano per il punto residuo e per due punti prefissati
deir insieme Q interseca questo in un (gn-l)-arco; la proposizione
enunoiata discende dal fatto che non esistono (q -+- 2)-archi.

Inoltre vale la proposizione :

IX. Oondizione necessaria e sufficiente perché un insieme di
punti di uno spazio {tridimensionale) lineare sopra un corpo finito
di caratteristica diversa da due sia costituito da tutti e soli i punti
di una quadrica non rigata è che un piano che abbia due punti a
comune con V insieme lo intersechi in un (q-H ï)-arco.

Per i^ovare che la condizione è sufficiente si osservi che un
taie insieme di punti è costituito da q% -+-1 punti (e ciö si verifica
considerando i piani per due punti delF insieme) tre quaïunque
dei quali non sono allineati.

2. Un insieme Q si dice rigato se contiene una terna di punti
allineati (e Tesistenza di insiemi Q rigati sarà provata nel seguito) ;
per un taie insieme yalgono le seguenti proprietà :

X. Un insieme Q rigato contiene q rette incidenti ad una mede-
sima retta per P, giacente nel piano tangente a Q in P.

Inf atti, per la c), la retta che contiene i tre punti delF insieme
che sono allineati è totalmente contenuta nell'insieme e, quindi,
esiste un punto M dell'insieme che appartiene al piano tangente
a esso nel centro P. Un piano per la retta PM, distinto dal piano
tangente nel centro, interseca F insieme Q rigato in q punti non
situati sulla PM che, se non appartenessero a una retta, indivi-
duerebfoero con M un (q -h l)-arco K: per P vi sarebbero délie
rette secanti K il che è in contrasto con la a).

XI. Le q rette {di cui in X) appartenenti a un insieme Q rigato
e incidenti ad una medesima retta per il centro P, giacente nel piano
tangente a Q in P, o passano tutte per uno stesso punto M di taie
retta, oppure sono sghembe a due a due.
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Si tratta di provare elle se due di quelle rette passano per il
punto M una ulteriore di esse non puö incontrare la PM in un
punto C distinto da M. Infatti, se cosï non fosse, dette men due
rette (deirinsieme) per Met una retta (dell'insieme) per C, si
osservi che il piano per m e n incide la retta t in un punto F
non contenuto nè in m nè in n : in caso contrario il piano per i
punti C, M e F conterrebbe due rette deirinsieme e il punto P il
che è in contrasto con la a) ; ma allora ogni punto del piano per
m e n dovrebbe appartenere alllnsieme Q rigato e si sarebbe nuo-
vamente in contrasto con la definizione.

La XI permette di affermare che gli insiemi Q rigati sono dei
seguenti tre tipi :

1) - Insiemi Q (propriamente) rigati : contengono q rette che
si appoggiano a una retta per P e risultano a due a due sghembe;

2) - Insiemi Q speciaMzzati : contengono q rette che passano
per un punto V del piano tangente in P ail'insieme, le q rette
risultando a tre a tre non complanari ;

3) - Insiemi Q degeneri: contengono q rette appartenenti a
un piano e, quindi, tutte le rette del piano.

Nel seguito si diranno insiemi Q rigati solamente gli insiemi
Q (propriamente) rigati.

Talgono le proposizioni :

XII . Un insieme Q spedalizzato è contenuto in un cono quadrico
di vertice V.

Infatti, un piano per P, ma non per V, ha in comune q punti
con le q rette deirinsieme, i quali, con il punto P, costituiscono

. un (q -H l)-arco ; il luogo délie rette che da y proiettano il (q -H 1)-
arco contiene l'insieme Q (potendo anche coincidere con esso).

XLIL Ogni insieme Q dégénère è contenuto in una quadrica
spezzata in due piani distinti.

Basta considerare la quadrica spezzata nel piano délie q rette
delPinsieme e in un piano per P ; se sul piano tangente in P
ail' insieme non sono contenuti punti dell' insieme distinti dai
punti di esso appartenenti al piano délie q rette, la scelta del
piano per P è arbitraria.

XIY. Ogni insieme Q rigato è una quadrica rigata e viceversa.

Infatti dalla a) e dalla 1) segue che un insieme Q rigato coin-
cide con Finsieme délie rette che si appoggiano a tre rette sghembe.

Corne corollario délia XIY si ottiene che ogni insieme Q rigato
contiene (q -+- l)s punti e 2(q -t-1) rette che si distribuiscono in
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due schiere contenenti lo stesso numero di rette in modo tale che
per ogni punto dell'insieme escano due di tali rette (una per ogni
schiera). Definito, quindi, in ogni punto il piano tangente all'in-
sieme come il piano délie due rette dell'insieme uscenti dal punto
si svincola la nozione di insieme Q rigato dal concetto di centro.

3. Riassumendo i risultati ottenuti si puö affermare che :
Condizione necessaria e sufpciente perché un insieme di punti

di uno spazio (tridimensionale) lineare sopra un corpo finito di
caratteristica diversa da due sia costituito da tutti e soli i punti
di una quadrica (non specializzata) rigata o no è che V insieme di
punti sia un insieme Q propriamente rigato o non rigato.


