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Sul complemento della funzione gamma incompleta
nel calcolo simbolico.

Nota di LerrErio ToscaNo (a Messina)

Sunto. - Si esprime il prodotto dei complementi di due funzioni gamma
incomplete, a parametri diversi, con una formula di calcolo simbolico
operante su funzioni ipergeometriche di GAUSS.

I. In una recente nota () di L. Porx si trovano — senza di-
mostrazione — le due formule di calcolo simbolico
2log (t+ 1

) 2108022 plev, (— il
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Bpa)=1— B, @) =1 — — / e—rdt
Vry

sono la funzione esponenzialintegrale e la funzione degli errori
complementare.

D’altra parte, introdotto il complemento della funzione gamma
incompleta

xoe—% .
Do, @) =T |1 — po gy Falls @+ 1572,
e tenuto presente che

Ez("'p) = —TI(0, ),
Efo(vi) = —\;_; F(%’ p) 3

(!) L. Povri, Quelques images symboligues, « Annales de la Société
scientifique de Bruxelles », LXVI1Y, (1954), pp. 13-22.
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le (1) e (2) si possono presentare nella forma

2 log (f + 1

) 2ok b o ptemo, p,

, S I
) (t+2)vm3pler<2’p>}'

Ma cosl scritte, esse spingono alla ricerca di altra trasforma-
zione avente al secondo membro 1’espressione

pe**Lia, p)T'(B, p).
E precisnmente sard qul assegnata la formula

1  fl—a—B 7 (1 s o
"(2—«—.8)<t+1)(t+2)[* 1("1—“’ —a—f; m>+

(3) o (1’ § s 2o F%)] S pe*(x, p)T(E, p),

con « <1, B<C1, p>0.
Sara pure dedotto qualche altro caso particolare mnotevole,
diverso da (1) e (2).

2. Prendiamo le mosse dalla nota formula
t—o
t—-l——i - [‘(1 —_— oc)pe”F(oc, p) o < 1,
e applichiamo il teorema della « Faltung ». Si ha
t—a t—8 .
i * g DU — 9Tt — BpeT(s, PIT(E, p)

con
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il precedente integrale — che denotiamo per brevith con fua(f) —
si pud scrivere

t
1 1 1
faﬁ(t)=z:.—2f“ e —u) B(u+1+t—u+1>du'
0

Facciamo v =1tz e si ha

1
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Successivamente

fap(t) = 55 [ 271 — 2)#(L + t2)~1de +

bt
+ j aa(l — 2)~8(1 + ¢ — tz)~da.

Sostituiamo nel primo integrale z con 1—2, e perveniamo
alla

1
floa—p T £\t
faﬁ(t) = m L)/z—a(l — 3)"3 (1 —_ m z) dz +

+ fz—m — 2o (1 — e z>—1dz|| :

Introducendo la funzione ipergeometrica di G-auss con la rela-

zione
1

fz"—‘(l —2) 1 —x2)de =
0
risulta

T(B\(c—b
Lﬁé,—’zﬁn(a, b; ¢; @),

. F(l _ oc)r(l — p) tl—a—B
) ="Fe—_w—p Gx10+2"

¢ ¢
.[,F,(L {—o; 2—o—B; t+1)+ F<1 1—B;2—o—8; t——+1)],
e quindi vale la (3).
Per B=u si ha

9 $1—2a
) FB=2) i+ )i+ 2

G4

i
(11— 2 =285 ) DplerT, P

3. Dalla (3") facendo « =0 e tenendo presente che

log(1 —x
F, 15 25 2) = — 209
si ottiene la (1), e quindi la (1).

1
Per x=3 si ottiene la (2') e quindi la (2).

Conoc—_—_—%siha
£2 3 . ¢ 1 ®
FriiE w2 1(1’ g5 33 m)DP[e’T(‘- 3’ 1’)] :
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Ma per la

1
2F1<a——,2, a; 2a; x):(————g-—_>

@

3 t )_ 4t + 1)
(
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D’ altra parte (?)
1 d 1
e?l"(— é, p)=—2@[e?1‘<§, p)}.

E risalendo si oftiene

o L

Ancora
2
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4. Supponiamo ora B3=« e riferiamoci alla (3). Per «=10
1.
e §=§ si ha
Vi 3 ¢ 3 ¢
(t+1)(t+2){2F’<1’ 3t t+1>+ F(z’ i g t+1)]3
V= 1
= 5~ pe**T(0, P)F(§a p)-
Ma per la
1 1
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F(E 1_ § 2):arcosenw
x

segue

—=— arcosen

3 t) t+1 2Vt
2V t+1°

ZFl(l, 1 Q; I+ 1

(®*) P. G. Tricomi, Funzioni ipergeometriche confluenti, Cremonese,
Roma, 1954, p. 168,
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Inoltre per la

L 3 _t t+ 1
E risalendo si conclude

1 e 2VT B
5) E+2Virl m[‘ t+ T arcosen ;—— +2log (Vi+1+ Vi) D

D — npe*?E,(— p)E, (V' p).

5. Dalla (3), per tx_— e f=— 2, si ottiene un risultato che

pud pure dedursi dalla (2) applicando la formula di calcolo simbolico

?(p)]
it [
fty>—p 755
Seguendo questa via si ha

t x d _p
t+2)Vir 1:'—510@[‘%"‘(\/?)} ’

da cui
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A partire dalla (3) &
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v o (- 20 0)
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che equivale alla (6).



