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Teoremi di unicita per problemi generalizzanti i problemi
biarmonici fondamentali interno ed esterno.

Nota di Bruxo Pixi (a Cagliari)

Sunto. - St prova Uunicita della soluzione del problema biarmowico fonda-
mentale nel piano, gualora ¢ dati siano funzioni di quadrato sommabile
da intendersi raggiuntt in media.

Sia D un dominio piano limitato di contorno esterno C, e di
contorni interni C;, i =1, 2,..., n; le curve C, e C; siano dotate
di tangente e curvatura continue. Indicandone con s, ed s; gli
archi, siano

T=1xy(So), Y=1Yols)) 0="s,<1,

1
W a=a) y=uls) 0=s<L, i=12..

3

le loro equazioni parametriche riferite agli archi.
Indichiamo poi con Cyt e Cit le curve

2 = X4(8o) — tyo'(so)’ Y = Yo(So) + txy'(s) 0=<s,<I,
x=x(s) + ty/(ss), y=wyis) —ta/(s)) 0<s,<<l;, 0<<t<h,

1=1, 2, ..., n.

@)

Nella presente Nota dimostriamo che se esiste una funzione
u(x, y) tale che

3) AMMu=0 in D -—-§&D
4) t_}.]:([)l+ ()i., (v — fo,i 7 fii) + oy — fo,i Sit — U,
Cit

essendo foi, fli, foi, per ¢ =0, 1, 2,..., n, tre funzioni dell’ arco s;
di quadrato sommabile su 0 <<s; << l;, essa & necessariamente unica.

Se le funzioni assegnate su &D somno la traccia in media qua-
dratica di una funzione F(x, y) dotata delle derivate parziali seconde
di gquadrato sommabile su D, !’ unicitd che ci interessa & contenuta
in un risultato di S. SosBorLEV (!).

Prescindendo da tale restrizione, si pud anche giungere al
risultato desiderato servendosi di certe formule di maggiorazione

() 8. SoBoLEV, Su un problema limite per le equazioni poliarmoniche,
« Mat. Sbornik», 2 (1937) (in russo).
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del modulo di una funzione biarmonica (*); perd supponendo il
dominio semplicemente connesso e stellato rispetto a un suo punto
interno, e ammettendo la conoscenza (almeno da un certo punto
di vista qualitativo) della funzione di GREEN relativa al primo
problema biarmonico; oppure servendosi di altri ragionamenti (%)
che presuppongono la conoscenza della soluzione del primo pro-
blema biarmonico.

Nelle righe che seguono, ammettendo di conoscere soltanto la
soluzione del problema ordinario per il cerchio e certe proprieta
delle funzioni armoniche, la dimostrazione dell’unicitd della solu-
zione per il problema biarmonico generalizzato & conseguita tra-
sportando certi ragionamenti di C. MiranNDa (f) dal caso della
convergenza puntuale a quello della convergenza in media.

Tali ragionamenti si prestano anche a provare 1’unicitad della
soluzione per un problema esterno; la condizione all’ infinito & di
tipo globale e costituisce una naturale estensione di certe condizioni
puntuali sotto le quali & stato trattato il problema esterno ().

1. Nel presente n. 1 supponiamo, per semplicith di notazioni,
che D sia semplicemente connesso; i ragionamenti che seguono
sussistono perd inalterati se D & molteplicemente connesso. La & D
sia una curva C dotata di tangente e curvatura continue, di cui

z = '%(s)’ Y= &(3)7 0=s=l,

sia la rappresentazione parametrica rispetto all’arco.
Una corona- di altezza h, abbastanza piccola, attormo a C e
appartenente a D, & suscettibile della rappresentazione

x=2xs) — ty'(s)y y=yls)+txl(s), O0=s=<1l, O<t=h.

Chiamiamo C, la curva corrispondente a un fissato valore di ¢.
Proviamo che se u & una funzione biarmonica in D — C tale che

I N I

(?) L. E. PaY~NE ed H. F. WRINBERGER, New bounds in harmonic and -
bikharmonic problems, « Journal of Math. and Phys. », XXXIII (1955).

(®) B. Pin1, Una generalizzazione del problema biarmonico fondamen-
tale. In corso di stampa nei « Rend. Sem. Mat. Padova ». k

(*) C. MiraNDA, Formole di maggiorazione e teorema di esistenza per le
funzioni biarmoniche in due variabili, « Giornale di Mat. di BATTAGLINI »,
78 (1948-49).

(®) K. ScHRODER, Zur Theorie der Randwertaufgaben der Differential-
gleichung AAU =0, « Math. Zeit.» 48 (1942-43); in particolare il § 7.



TEOREMI DI UNICITA PER PROBLEMI GENERALIZZANTI I PROBLEMI, EGC. 467

risulia

lim | uAw | ds, = 0.
t— 0+
t

A causa delle ipotesi di regolarita fatte su C, esiste un numero
positivo R tale che, comunque si prenda un punto Q(s) su C, detto
P il punto x(s) — Ry'(s), y(s) + Rz'(s), il cerchio D(P, R) di centro
P e raggio R appartiene tutto a D’ e la circonferenza corrispon-
dente ‘©(P, R) ha il solo punto @ in comune con C.

Essendo @ un arbitrario punto di C, consideriamo il sistema
di coordinate polari (p, ¢) di centro P e asse polare ls_f)

Fissiamo un numero positivo r < R.

Per comoditd indichiamo con @'(P, r) e €“(P, ) le semicircon-
ferenze appartenenti a &P, ) e corrispondenti a 0=o=m,
T=¢ =2,

Sia ora _@ un punto, fissato una volta tanto, di C; T il punto
(r, ¢ di e(Byr).

Se R ed R —r sono abbastanza piccoli, possiamo ammettere
che ogni C, passante per un punto di @(P, 7) incontri una qua-
lunque C(P, r) in un sol punto A(y, 7).

Se s & l’ascissa curvilinea di @ su C, sard ¢ =¢(p, §); si pud
supporre che ¢ sia una funzione crescente di _qz e che esistano due
numeri positivi m ed M tali che m < do/de < M al variare di s
da 0 ad ! e di » in un intorno sinistro di R ; inoltre, per un fissato
numero positivo ¢ <= il ming(s, s) si mantenga maggiore di
una certa quantith positiva mentre il max ¢(s, s) sia infinitesimo
insieme a o, al variare di s e di  nel modo detto sopra. '
~ Possiamo anche supporre che, detta @' la proiezione ortogonale
di 4 su C (in un inforno di @), 1a lunghezza 3s dell’ arco 0@ di C,
fissati comunque 7 in un intorno sinistro di R e ; in un intormo
dello zero, sia una funzione crescente di s tale che dds/ds sia
limitata su 0==s=1.

Ora, posto, per p << 7,

a=pfr, P=1+«®—20cos9,

si ha. (9 .
o Aule 0= SF[[F’(T) — F'(Ty)] Eld?p [Ig I— : 7 “’] do +
0
+ %O/‘G( T}i—_l:*qz do + %.;EG(T) — (1] [(1 -; a!)'z 1 ; a,]d%‘
0

(°) In tutto il presente n. 1 ci serviamo di.certi risultati contenuti nel
§ 1 della Memoria citata in (4), senza peraltro specificarli singolarmente.



468 BRUNO PINI

ove con T e T, s’intendono i punti (r, ¢) ed (r, 0) di €(P, 7); con
F, F’, G i valori di u, du/de, ou/dp.
Per comoditd indichiamo il secondo membro di (7) con
2n

/ (T, To, 9)de-
0
Indicando con P’ il punto a(s) — (R — p)y'(s), y(s) + (R — p)x'(s),
si ha

®) [ 1uPrau®) | dsey < [ |y [1 0| dsdsn-+
C’R—p CR——p Y
+[[u(P [[! @ | dedsr—;;
CR—p

poiché i ragionamenti sul primo e secondo integrale a secondo

membro di (8) sono gli stessi, possiamo limitarci a considerare il

primo. ‘
Al variare di s da 0 ad I, per ¢ <o =<, le quantita

1+« 1 — «®\2 d 1 — «a
—r <———l—2——> s d—{lg I — 5 }

sono limitate; percid, in base alla (5) e a note diseguaglianze
integrali, si ha che

ks
do __
J1ueyif1o1 3 dzase,  —0.

P-—»r-—.R~

CR——P o
Si ha poi
CR—p
f fd er— l P)t} "
Cp—p 0
L L—otdy o | _
”_’"f /—l_z—d_a [ (P | 'ﬁ“(fl)#ﬂkpdSR_p +
CR_P 0 hy
1 2 1 — a2\2 )
f [[ ~+ of ( lta)]dwluP)[l u(A u(TO) dedsr—g

Cr—p
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. d 1—a
<p9r0<(p<7c»e &(}[lgp—— 7t ]>0>.

Indicando con 2 il valore di I* qualora si ponga ¢ al posto
di ¢, si ha che 3/I* — 1 per ¢ — 0, uniformemente al variare di o
in un intorno sinistro di 7.

Allora, poiché

1 —a?
?:f p To<i,
9

si riconosce immediatamente che, a causa della (5), il secondo
integrale a secondo membro della (9) tende a zero per p — r — R.
Per p— r si ha

1 —at? 1 Flaar
[( 2 ) d“’zo(r——P):. w e
0 0

Posto  u(s, t) = u(x(s) — ty'(s), y(s) + tx'(s)), da

¢
u(s, &) — ul(s, tl):fzi:dr
t
si trae

. [ [u(s, t) — u(s, &,)]*ds, << (t — t)) f / [(%)2 -+ (%)2] c. drds, ;
Ct Ct &

di qui, facendo tendere £, a zero e ponendo R —p al posto di ¢ si ha

('/'u,‘dSR_p)i/2 = O(R —p).

CR—p

B poi
0

2 u(A)——a—aPu(To): [a—um) ~ L, )} ” +l

0
g ) — o (T | B+

+ (a—ar) = M(T )+ (Ba — Br) o u(To)

essendo a4 € BA i coseni direttori del raggio PA;ar, e Bz, quellr
di PTo Inoltre si ha

2wl = 2l =& ud) — (@) + 1@ 1@+ 1@ — (T

e una relazione analoga mutando x con y ed f, con f,.
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Approssimando_in media f; (s) con una successione di funzioni
continue, per le proprietd, specificate pin indietro, di 3s, si rico-
nosce che I’integrale

1
j Ifi(s + 3s) — fi(s)])*ds (t=1,2)
0

si pud rendere arbitrariamente piccolo prendendo o« sufficiente-

mente piccolo.
Pertanto, per la (5) e per note diseguaglianze integrali, ’integrale

flga-gun
. aP u( ) - aP u 0) sR—P:
CR—p

e quindi il terzo integrale a secondo membro della (9), si pud
rendere arbitrariamente piccolo se o si prende opportunamente
piccolo ed r sufficientemente prossimo ad R.

Poiche, infine, per p — 7, si ha

1
Jaler =15 =02,

considerazioni analoghe a quelle fatte sopra, si applicano anche
al primo integrale a secondo membro della (9).
Resta cosl provato 1’asserto.

2. Supponiamo ora che D sia il dominio di cui si & detto
all’ inizio. Sia

n 2 a,u, 2
4 lim 3 [[%2 + (aﬁ' — fm) + (— — f2,i) ldsm =0.
t—s0+ O ox oy
Cit
Posto v, =xy" — =y, 4=0, 1, 2,..., n, si ha
d »r n
(10) a %.- f uidsis — — / Youdso s + f,- [ yutdsiy —
Cit Cot Ci,¢

[ (2

indicando con D, il doninio limitato di contorno esterno Co,: e di
contorni interni Cj:, ¢ =1, 2,..., n. Ne segue

(11) dt /u dsi,t < N Z; fu dsi, ¢ + 2 f_ﬂ(ax) (Z—Z)g—uAu]dxdy,
C

Byt it
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essendo N>max(1+ [y, 1 k), ¢=0,1, 2,..., n, per 0=¢{=<h.
Ora, supposta 4 biarmonica, &

B auz auz au! au?? aui 2
A& + (G) —uan|= (o — o) + dig) =0

Dunque (pu/dx)® + (0u/oy)* — uAu & una funzione subarmonica.
Allora, detta v, la funzione armonica in D — & D, che coincide
con | (ou/dx): + (du/oy) — uAu | su &D., si ha, supposto { >,

(12) j){f[ <g%:)2 -+ (g—;)z — uAu ] ddy gj!fm- dady .

Sia ora v la funzione armonica in D — & D tale che

n
(13) tim 5 [ o=+ 70 | dsia=0 0.
te—s0+ 0 Cis
Q,

Essendo v e v, armoniche in D, — &D., si ha

n n
3, f] V— v | 8,1 < eNE—T) 3, [l Vv — Vr | dSip .
0 0.
Ci,t Ci,~
Quindi, tenendo presente la (4') e la (13) si ha, per una ¢ posi-

tiva arbitraria,
»n

2,~/| V— v | dsit <€
0
Ci,t
purché si prenda v abbastanza piccolo e t={=<h.
Fissato un ¢ ed un 3¢ (> 0) tali che ¢ + 3t << h, sard anche

fl v — v | daedy <ce.
Dt — Diyst

Detto allora P un arbitrario punto della corona Diyijst— Diyepst
ed r un numero positivo = 3¢/3, dalla

.1
V(P) — v(Py = e / f (v — vr)pdedt
D,
ove D(P, r) indica il cerchio di centro P e raggio r, si deduce che

vy per T — 0 converge a o uniformemente nella corona Diyiyse —
— Dyt © quindi in definiva uniformemente in tutto D,.

(") Cfr. B. PINI, Osservazioni su un problema generalizzato di Dirichlet
per le equazioni lineari del secondo ordine ellittiche e paraboliche. In corso
di stampa nei « Rend. Acc, Naz. Lincei ».

31
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Se allora si fa tendere t a zero, dalla (12} si trae

12" [ [ [ (gg)2 + (%)2 — uAu] daedy = 0 .'vdxdy .
D Dy

Dalla {11) e dalla (12') segue

d n I3

(14) i e—M Ee {%?dsi,t < 2¢—M 0 vdxdy < 2Ufudxdy

Ci,t Dt D
(la v essendo ovviamente non megativa). Integrando la (14) tra f,
e t o facendo tendere £, a zero, si ha

n
(14') 3, f widsi,; < 2teNt f f vdady :

0

it D

Di qui segue subito I’ unicita della soluzione del problema (3)-(4).

3. Fermo restando il significato di C; e C,,, i=1, 2,..., »,
indichiamo ora con C;;, la circonferenza di cenfro I origine e
n

raggio 1/t; chiamiamo D il dominio illimitato di frontiera Z; C; e
1

D, il dominio limitato di contorno esterno C,, e di contorni interni
C,:, ¢=1, 2,..., n. Vogliamo provare che esiste al pii una fun-
zione w(x, y) tale che

(3) AMu—=0 in D—§D

o g 5 Jlimtor (2 )+ (Gt

i, ¢
| PYC T S
Co,t

Per ciod, basta provare che se fo,i=f1,i=[2,i=0 per¢=0,1, .. ,n,
allora & u = 0.

Per ¢ abbastanza piccolo, associamo ad ogni punto P di Cp ¢ la
circonferenza di raggio r e centro P, essendo r un fissato numero
positivo. Si ha

2
1 (3
Au(x, y)= o a—ru(x+'rcos 6, y + rsen 0)db .

0
Da

1
2[ | uAn | ds,, , =
Co, t

—A
\

S 2 1
wids,, ,) fe (_/[a%u(x—i— recos b, y + 7 sen 0)] dso,,) /2d0,
Co, t Co, ¢
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e dalla (4”) ove le fj, i siano sostituite con lo zero, segue intanto che

1
(15) lim —f | wAu | ds,,, =0.
t—woy b
Co, t

Ora fissiamo un numero positivo B abbastanza grande e indi-
chiamo con C, e C,,, le circouferenze di centro Y origine e raggi
R ed R —t; chiamiamo D il dominio limitato di contorno esterno
C, e di contorni interni C;. Detta v la funzione armonica in D — §D

tale che
_ 2 2
lin [ v —l (a_u) “+ (aﬂ’) — uAu’

Co, t

ds_o:t:O:

» -
lim 3 [l'v|ds,-,,:0,
t—r 0 1,

i, t

gi fu’ds,-,, < 2te N’]j%dxdy.
1
Ci,t D

per la (14') si ha

Poiche i valori assegnati come limiti in media a » su §D sono
continui, v & la funzione armonica in D —&D che & nulla su
C;,i=1,2,.., n, e che su C, coincide con |(3u/ox)? + (ou/oy)* — uldu |;
tale funzione & ovviamente non superiore alla funzione w armo-
nica nel cerchio limitato da C, e che su C, coincide con | (ou/ox)® +
~+ (du/oy)? — uAwu | .

Percid

n
3, [ wids;,, <
1
Cit
R2r 2n 2 )
"1 []/ou\? LAY
Nt — - padd N
<2tof Jaf (ax) +(ay> uhu
00 0
2n

= teNtR? f
0

e quest’'ultima, per R — oo, in base all’ipotesi e alla (15), con-
verge a Zero.

R — p?
C, R*+p*—2Rp cos (9—0)

(&) + () —we
% oy) — " e

do)edpdt =

- d6

0

2

Di qui I’ asserto.



