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Su particolari onde cilindriche délia magneto-idrodinamica.

Nota di KESTATO N A R D I X I (a Bologna)

Sunto. - È esposto nel n. 1 con inizio dal terzo capoverso.

1. Introduzione. - Si puö affermare che la magneto-idrodina-
mica è sorta corne nuovo ramo délia fisica-matematica con la
scoperta teorica da parte di ALFVÉN" (*) délie onde magneto-idro-
dinamiche piane.

Data la complessità delF impostazione matematica délia magne-
to-idrodinamica, fondata sulP associazione dell' equazioni dell' elet-
tromagnetismo con quelle deiridrodinamica classica, tutte le suc-
cessive ricerche al riguardo sono state limitate, fino a poco tempo
fa, quasi esclusivamente al caso piano, cioè al caso in cui tutte le
grandezze in questione dipendono da una sola coordinata carte-
siana e dal tempo. Eecentemente perö sono apparsi quattro lavori
di AGOSTINELLI (2), in cui, con evidente aderenza a problemi

(4) H. ALFVÉN, On the Existence of Elektromagnetic-hydrodynamic
Waves, Ark. f. mat. astr. o. fys. 29 B 'N. % 1942. Si veda anche dello
stesso Autore il cap IV del trattato Cosmicaî Elektrodynamica, Oxford a.
Clai^endon Press, 1950. Per la verità non sono rnancati in precedenza dei
lavori riguardanti il moto di un fluido elettiïcamente conduttore soggetto
ad un campo elettromagnetico, lavori dovuti a J. HARTMANN {Hg-Dyna-
mies I. Theory of the laminar flow of an electrically conductive liquid in a
homogeneous magnetic field, Medd. Kopenhagen, 15, 1937, n. 6) ed a
J. HARTMANN e F. LAZARUS (Hg-Dynamics IL Expérimental investigations
on the flow of mercury in a homogeneous magnetic field, id. n. 7), ma si
tratta di un caso molto particolare che non porta a risultati cosi decisivi
da dare l'avvio ad un campo di ricerche. I due precedenti lavori sono
ampiamente riassunti e completati nella nota J, A. SHERCLIFF, Steady
motion of conducting fluids in pipes under transverse magnetic fields,
Proc. Camb. Phil. Soc , 49y 1953, 136-144.

(2) C. AGOSTINELLI, Soluzioni stazionarie délie equazioni délia magnéto
idrodinamica interessanti la Cosmogonia. Rend. Ace. ]Nraz. Lincei (8) 17,
1954, '216-221 ; Oscillazioni magnéto idrodinamiche di una massa fluida
rotante di dimensioni cosmiche di forma ellissoidale rotonda, Atti Ace. Se.
Torino, 89, 1954-55, 41-58; Oscillazioni magnetoidrodinamiche di una
massa fluida cosmica uniformemente rotante dotata di un campo magnetico
equatoriale rotante, id. 68-92; Sulla compatibilité di una forma ellissoidale
a tre assi per una massa fluida cosmica rotante, elettricamente conduttrice}

tmmersa in un campo magnetico uniforme, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 10,
1955, 17-23.
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cosmici, si studiano per Ie equazioni della inagneto-idrodinamica
delle soluzioni stazionarie e piccole oscillazioni nell'intorno di
queste in una regione ellissoidale ; sono da rüevare inoltre lavori
di CHANDRASEKHAR, e FERMI e di LVTTKENS (3), in cui, con riferi-
mento anche allo studio di moti che possono aver luogo nei bracci
di spirale di una nebulosa, si studiano fenomeni magneto-idrodi-
namici in una regione cilindrica.

Nello schema di questi ultimi lavori si prende in considéra-
zione qui lo spazio limitato da un cilindro circolare <£, spazio che
si suppone occupato da un fluido omogeneo, incompressibüe,
viscoso, elettricamente conduttore, soggetto ad una forza di massa
dipendente da un potenziale. Si richiamano anzitutto (n. 2) Ie
equazioni generali della magneto-idrodinamica. Si ricavano poi
(11. 4) Ie corrispondenti equazioni scalari espresse in coordinate
cilindriche, limitandosi al caso in cui la pressione e Ie componenti
dei vettori velocità e campo magnetico dipendono solo dal tempo
t e dalla distanza r dall'asse del cilindro S: si ottengono cosi due
problemi. matematicamente separati, riguardanti l'uno Ie compo-
nenti assiali del campo magnetico e della velocità, Faltro Ie cor-
rispondenti componenti trasversali. Le relative equazioni, alle
derivate parziali, risultano ovviamente a coefficient! non costanti.
Si puö, tuttavia, per entrambi i problemi calcolare (n. 5) una
classe di soluzioni che chiameremo semistazionarie, in quanto
constano di un campo magnetico dipendente solo dalla distanza r
e di un moto che dipende anche dal tempo o viceversa; taie classe
contiene, come caso particolare, l'intégrale generale del caso sta-
zionario (cioè con dipendenza solo da r).

Quando poi si suppone nulla la viscosità e infinita la conduci-
bilità elettrica del fluido, si puö ricavare (n, 6) T integrale gene-
rale del problema non stazionario che riguarda Ie grandezze
assiali : dal punto di vista fisico si riscontra allora una propaga-
zione per onde cilindriche, che possono essere progressive e réces-
sive, con velocità del fronte d'onda espressa da / - Hr, essendo ^
la permeabilità magnetica, p la densità del fluido ed Hr il campo

(3) S. ÜH4NDRASEKITAR e E. FERMTJ ProbJems of gravitational stability
in the présence of a magnetic field, Astroph. J* 118, 1953, 116-14:1 ; Magnetic
fields in spiral arms, id. 113-115 ; E. LYTTKENS, On the radial pulsations
of an infinité cylinder with a magnetic field parallel to its axis, id., 119,
1954, 413424. Si veda anche S. CHANDRASEKHAR, The stability of viscous
flore between rotating cylinders in the présence of a magnetic field, Proc,
Koy. Soc. A, 216, 1953, 293-309.



SU PARTICOLARI ONDE CILINDRICHE DELLA MAGNETO-IDROOI NAM ICA 351

magnetico radiale, clie si dimostra essere stazionario e inversa-
mente proporzionale ad r. Sussistono cosï délie analogie con il
•caso di onde piane che, per comodità, è stato richiamato in prece-
denza (n. 3).

Si puö dedurre analogo comportamento, in via approssimata,
per le componenti trasversali del campo magnetico e délia velocità,
purchè si consideri il fenomeno a grande distanza dall'asse del
oilindro (n. 7).

Sempre eutro la detta approssimazione si calcola infine la
pressione e si fanno alcune considerazioni energetiche (n. 8).

2* Eqiutzioni délia magueto-idrodinamica. - Siano E il campo
•elettrico, M il campo magnetico, * la densità di corrente di con-
duzione (rispetto alla quale si suppone trascurabile la corrente di
spostamento), v la velocità di una generica particella del mezzo ;
se y è la conducibilità elettrica e [/ la perineabilità magnetica
(supposte entrambe costanti^ le equazioni dell' elettromagnetismo
sono fornite dal seguente quadro

(1) rot H = i

dH
<2) rot JB = — [A -—

(3) i

(4)

A queste associamo le equazioni delFidrodinamica, che, per un
fluido incompressibile, sono date da

dv 1 a
(5) 17 — — " g r a c l p + - * A f l + Sra(^ Ö" — v rot rot v

(Art 0 p
(6) div v = 0,

dove p è la pressione, U il potenziale délie forze esterne non
elettromagnetiche agenti snll' unità di massa e v è il coefficiente
cinematico di viscosità.

Se si prende il rotore di ambo i membri délia (1) e si tiene
conto délia (2) e délia (3), si puö eliminare i ed E fra le dette
equazioni ottenendo

dH 1
(7) —r = — — rot rot H H- rot (v A H).

Esprimendo poi il moto dal punto di vista euleriano risulta

dv dv v2

t A d
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ed inoltre eliminando i nella (5) mediante la (1) si ottiene 1' equa-
zione

dv u lv<l P \
(8) -T = — rot v f\ V-+- - rot SC f\ H — grad(-^ •+- —— U) —v rot rot v.

Alle (7) ed (8) vanno naturalmente aggiunte Ie equazioni (4)
e (6).

3. Richiamo sulle onde piane. - È noto (4) che si hanno oude
magneto-idrodinamiche piane quando Ie grandezze in questione
dipendono dal tempo e da una sola coordinata cartesiana ortogo-
nale, per esempio la 0, ed inoltre il fluido è perfetto (v = 0) e per-
f ettamente conduttore (y =: 00) ; allora, supposta nulla la compo-
nente délia velocità lungo Passe 2, in presenza di an campo
magnetico costante Ho parallelo all'asse z, Ie restanti componenti
vx e vy délia velocità ed Hx ed Hy del campo magnetico soddisfano
alPequazione di D' AIJEMBERT, dando cosï luogo ad una propaga-
zione ondosa con velocità

(9) V

Rilevando che Ie componenti vx ed Hx danno luogo ad un pro-
blema matematicamente separato da quello delle componenti vv ed
Hy (s)j ricordiamo che per una sola onda progressiva si ha

(10) t7t =

mentre per una sola onda recessiva si ha

(i l) ^

4. Equazioni in coordinate cilindriche. - Eiferiamoci ora ad
un sistema di coordinate cilindriche r, Ô, z e supponiamo che la
pressione p, il potenziale della forza esterna U e Ie componenti
dei vettori v ed JET dipendano solo dal tempo e dalla coordinata r:
con ciö, contrassegnando con l'indice r, 6, z la componente di un

(4) Si veda il Cap, I T del trattato citato nella nota (4).
f5) Tale fatto sussiste anche per y ^ 0 0 e v=}=0: si veda E. WARDINI,

Soluzione di un probïema al contorno della magnéto-idrodinamica^ Aun.
Mat. (4) 55, 269-290, 1953, dove è immediata 1'introduzione del termine
relativo alla viscosità.
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vettore lungo la corrispondente linea coordinata, la (4) e la (6>
diventano rispettivamente

(13) i?-' = 0.
v ; r dr

In accordo con la (13) introduciamo l'ipotesi che sia

(14) V,. » 0.

W altra parte proiettando la - (7) sulla linea coordin>ata r si
ottiene (6)

<L5, f = 0;

se ne deduce che Hr non puö variare col tempo e quindi dalla
(12) si ricava

(16) flr = ^ P )

dove X è una costante di integrazione. Se si pone

la nuova costante 4> rappresenta il flusso che il campo stazionario
Hr produce attraverso un a qualunque linea piana giacente su un
piano normale ail' asse z e con essa concatenata. I l valore di <ï> si
puö determinare quando sia noto il valore J30 di Ht. ad una di-
stanza assegnata r0 ed è precisamente O == 2-Kr0H0.

(6) Indicando con a, b, c rispettivamente i versori délie linee coordi-
nate r, 6, B si lia infatti

or \r dr J r c

inoltre, servendosi dell'ipotesi vr = 0, si ricava la formula

(7) Un campo magnetico di taie specie è realizzabile ed ha, ad esempio,.
applicazione negli altoparlanti elettrodinaraici.
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Tenendo conto della (14) e della (16), proiettiamo ora la (7) e la
{8) suir asse z ; si ottiene il sistema (8)

{17)
dt - rdr "*• wrdr[r dr

dvz \L\ 1 dH2 1 d I dv
dt p r er rdr\ dr}9

tale sistema risulta autonomo e contiene solo Ie incognite Hs e vz ;
per eliminare v2 si puö ricarare dalla (17X)

dvt 1 dH2 1 3 / 9ff,\
-—- _ *̂ r j y*

dr X dt jjLyX ör \ ar /

^ sostituire nelP ultimo termine a secondo membro di (17S) ; som-
miamo poi La (17J, derivata rispetto a t, con la (172) derivata

X
rispetto ad r e moltiplicata successiyamente per - ; si ottiene cosï

dt2 p rdr\r dr } w r drdt \ dr } r dr \r drdt }

v 1 o 1 a d BH,

fjt.y r dr r dr dr dr

Se invece si volesse eliminare la I?3, si otterrebbe che vz sod-
disfa ad un' equazione che si ricava dalla précédente, scambiando

fra loro i coefficienti v ed — (9).

(8) I n coordinate eilindriche e con la dipendenza dalla sola coordinata
•r è infatti

+ A / dnz u$dru^ w, 9™e . . duzrot tf A a^=\ — uz-~ — — ~— a + - —— ö + w. ~ cx \ z dr r dr j r er * dr

, 3<pgradç = - a.

(9) Ciö è giustificato dal fatto che le due equazioni del sistema (17) si

scambiano una con l 'a l t ra cambiando Hs in vsi vz in - Hz e scambiando

i coefficienti v ed — .
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Proiettando inyece la (7) e la (8) sulla linea coordinata 8 si
ottiene

(19)

1

dt ~ dr ^ |xY dr [r dr j

dvQ 4uX 1 drHt 9 / 1 drv$\

che del pari risulta un sistema indipendente nelle sole incognite
He e v$. Per brevità non ricaveremo le equazioni a cui soddisfano
separatamente HQ e v$ ; tali equazioni, contrariamente a quello
che è visto per H2 e vt, sono sostanzialmente diverse fra loro.

Se infine si proietta la (8) sulla linea coordinata r si ha
T equazione

dalla quale, dopo aver risolto separatamente i sistemi (17) e (19),
è possibile ricavare la pressione p (che risulta indipendente da vz).

5. Casi semistazionari e caso stazionario. « L'integrazione
compléta dei sistemi (17) e (19) si présenta ardua. Ê invece facile
trattare il caso stazionario. Si preferisce perö qui ricayare la solu-
zione del caso stazionario quale caso particolare di una classe
di quelle soluzioni, che chiameremo semistazionarie, in cui una
sola délie due grandezze che compaiono nei detti sistemi risulta
indipendente dal tempo.

Se, per esempio, nel sistema (17) si suppone v2 = vz(r, t) ed
Hz ̂ = -HJWJ derivando entrambe le equazioni parzialmente rispetto
al tempo t si hanno le relazioni

dtdr~ ' dt' ~v

da cui segue che dev'essere

vz = At -H B H- f{r)

con A B B costanti arbitrarie ed f(r) funzione incognita.
Posto poi

f'(r) = » H2\r) = ^

per la determinazione délie funzioni incognite cp e A si ha il
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sistema alle derivate ordinarie

(21)

- c p n —
f Hrdf

„ ^X 1 , 1 d ^
1 — Y -H v - ^r- u 9)-p r T r drK T/

Ricayando dalla prima

ci si riduce all' equazione nella sola incognita

il cui integrale generale nel caso in cui sia B 2 ^ 4 è (10)

con C! e C2 costanti arbitrarie, Segae

(24) HJr) = ̂ rt-fr-?+C3 + ̂ gM- r* {?• #= 4)

con C3 nuoya costante arbitraria. Applicando la (22) e risalendo a
t>2 si r icaya

(25) v,{r, t) = ~ ^ (C.rP + C2r-P) + C4 + At - ^ézï) **>

dove C4 è una costante arbitraria che ha conglobato anche la
précédente costante additiva B. Le quattro costanti C e l a l si
possono determinare assegnando, per esempio, la Hz e la vz (que-
st' nltima al tempo t = 0) per due yalori distinti di r e dando

inoltre il valore di —j per t = 0 cioè, praticamente, assegnando la

costante A.
Se inversamente si suppone vz = va(r) ed .H, = JET3(r, )̂, si ricaya

analogamente che deye essere

(l0) Ponendo inf atti ty = r& Y equazione omogenea corrispondente alla
(23) dà luogo all' equazione algebrica (a -f-1)2 — p2 = 0, ISTel caso poi in

eui sia P8=|=4, è immediata la verifica delPintegrale particolare ———-r*
v(p2 —4)
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con L ed M costanti arbitrarie e, posto,

g'(r) = ty , v»{r) = cp

ci si riconduce ad un sistema clie differisce dal sistema (21) solo
per il fatto che la prima equazione contiene a primo membro la
costante L, mentre la seconda è omogenea. L' unica operazione da
eseguire è perciö quella di trovare un integrale particolare del
sistema completo che, sempre nel caso in cui sia fi"2 =j= 4, è fornito
per H2 e vz rispettiyamente da

— 4 ) p T ' ( }

In maniera analoga si puö procedere nei riguardi délie compo-
nenti trasversali ; per facilitare il calcolo conyiene assumere quali

funzioni incognite rH% e —. Posto

e supposto p2 =|= 8, i risultati sono espressi dalle formule

(27) rff,(r,«) = r ; I r + + I r y ^ ï r H + I ) i +

P,
y lOg

(28) ^ ^ ^ ^

doye P, Q e i D sono costanti arbitrarie e doye si fa la conyen-
zione di prendere in entrambe le formule gli stessi termini (supe-
riori o inferiori) dopo il simbolo < .

Tali soluzioni semistazionarie mettono in eyidenza la possibilità
di creare un determinato campo magnetico facendo assumere al
liquido un determinato moto e yiceyersa.

L'intégrale generale del caso stazionario si ricaya ovyiamente
dalle (24), (25), (27) e (28) facendoyi A~P—Q = Q; si yede, corne
caso particolare, che, facendo ulteriormente Bx = D2 = 0 nelle (27)

(li) Si noti che da questo sistema di integrali particolari si ricaya il
sistema di integrali particolari che compare nelle (24) e (25) facendo gli
scambi di cui si è parlato nella nota (9).
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e (28), uu campo uaagnetico HQ = — 9 ottenibile, com'è noto, da una

corrente continua di intensità costante che percorra un filo dispo-
sto lungo Tasse 0, non interferisce con un moto di rotazione uni-
forme intorno al detto asse, indiyiduato dalla velocitêt 0̂ = D4r

fsempre in presenza del campo magnetico radiale Hr=-\.

6. Integrazione relativa alle componenti assiali nel caso di
un fluido ideale perfettamente conduttore, - Nel caso di un
fluido ideale (v = 0) e perfettamente conduttore (y = 00), la (18)
diyenta

(29)
dt% p rdr\r dr )>

di tale equazione è possibile calcolare immediataniente F integrale
generale : adattando opportunamente al nostro caso il procedimento
usato per F equazione délie corde vibrant], basta introdurre Ie
nuove yariabili £ ed v) definite da

2̂  ^r
per trasf ormare la (29) nell' equazione

, r0 = cost.

il cui integrale generale è Gfê) H- G-J(Ï)), con Gx e G£ funzioni
arbitrarie, e, ritornando alle variabili di partenza, ha la forma

Supponendo r> rQ, cioè studiando il fenomeno all' esterno di
un cilindro e di raggio r0, introducendo Ie condizioni iniziali

= o per t =

(i2) Le curye caratteristicke dell'equazione (30) sono quindi nel piano
g, y\ Ie rette g = cost., v\ = cost. cioè per 1' equazione (29) nel piano r, t,
tali curve sono rappresentate dalle parabole

t = â--h COSt. , t = — 7T- -f- COSt
2a 2a
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e la condizione al contorno

Hz{r, t) = Gz(t) per r = r0,

si ricava per H2 Fespressione

Hz(ry t)=GzU~ ° ) per t> 2 °
(31) ' * (r-

= 0 per t < .

La (31) rappresenta fisicamente una propagazione per onde
cilindriche del campo magnetico assiale Hz a partire dal cilindro Q.
Per ricavare la yelocità di propagazione osseryiamo che, trascorso-
un intervallo infinitesimo di tempo dt, Fargomento délia ff3 mail-
tiene lo stesso valore se ci si sposta di un dr legato a dt dalla
relazione (13)

oc
dr = - dt,

r

per cui la yelocità di propagazione è data da

P

con évidente analogia con la formula (9) del caso piano e in
accordo con una formula generale data da CAKHSTI (14).

Per quanto riguarda la componente vz délia yelocità, dalle
equazioni (17) in cui si sia fatto v =: 0 e y = oo, si ricaya

dvz r „ , I. r2 — rn

dr ~ \ ^ z \ 2a

dv,
2a

da cui, supposto ff(0) = 0 e supposta nulla la vz per t = 0 ed
r = rft, si ottiene

Supponiamo inyece r < r0, cioè si esamina il fenomeno all? in-
terno del cilindro © (ed eventualmente ail' esterno di un cilindro

(13) Oyyi ara ente si trascura (dr)2*
(14) Gl. CARINI, Condizioni di compatibiïità dinamica nella teoria délie

onde magneto-idrodinanuchej Bend. Ist. Lomb, S e , 87, 1954, 433*438.
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ûi raggio rx con 0 < rx < r0, per evitare la singolarità di Hr = -

per r = 0), mantenendo inalterate Ie condizioni iniziali e al con-
torno ; all' onda progressiva eventualmente proveniente dal cilindro
più interno si sovrappone (senza interferire, data la linearità delle
^quazioni) un' onda recessiva che dà ad Hz il contributo

* ft \ . . ' n *

0 per t<

2oc

r* — r2

2a

e, corrispondentemente, a <y2 il contributo

Si conclude quindi che l'esistenza di un'onda cilindrica pro-
gressiya dà un campo magnetico assiale antiparallelo alla compo-
nente assiale délia velocità, mentre l'esistenza di un'onda cilindrica
recessiva dà un campo magnetico assiale che è proprio parallelo
.alla corrispondente velocità : tale risultato coincide con quanto
avviene per le onde piane, come si è ricordato al n. 3.

7. Integrazione approssimata relativa alle component! tra-
sversali. - Sempre riferendosi al caso di un fluido ideale e per-
fettamente conduttore, il sistema (19) diventa

dvt _ ^k (1
dt — p [r dr

per il quale non sembra immediato il calcolo dell'integrale gene-
rale. Se perö ci si limita a studiare il fenomeno a distanza r
«ufficientemente grande in modo da poter trascurare i termini
con denominatore r* nei confronti dei termini con denominatore
r, allora il sistema (33) diventa identico al sistema (17) in cui si
sia posto v = 0 e y = oo : quindi per HQ sono valide espressioni

del tipo della (31), a cui corrisponde v§ = — y- He e della (32), a

cui corrisponde v& = 1/- H§.

Si conclude che a distanza sufficientemente grande anche le
componenti trasversali danno luogo ad una propagazione per onde
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oilindriche nella quale, tenendo presente anche Papporto délie
<x>mponenti assiali, il vettore H—Hr risulta sempre parallelo o
antiparallelo al yettore v a seconda che si tratti di un' onda reces-
siva o progressiya.

3. Galcolo approssimato délia pressione e considerazioni
«nergetiche. - La pressione si calcola mediante Pequazione (20).
Se r è sufficientemente grande in modo che sia valida l'appros-
simazione introdotta al numero précédente, si puö porre

= 0

e quindi, integrando la (20), si ottiene la relazione

<34) p-pD- *-l(W + Ht') = f(t)

in cui la f(t) si esplicita assegnando la pressione in funzione del
iempo per un determinato valore di r.

La (34), interpretata dal punto di yista energetico, afferma che
la somma délia pressione e dell' energia potenziale e magnetica
{esclusa quella radiale) non dipende dal posto, purchè la distanza
r sia sufficientemente grande nel caso in cui sia HQ =|= 0.

JEssendo poi il campo elettrico E dato dalla relazione

E = — (AV f\ H

V energia elettrica ha V espressione

D'altra parte l'energia magnetica radiale è

\

Bssendo Hr = - , le due ultime specie di energia sono trascu-

rabili a distanza sufficientemente grande. L' unica specie di ener-
gia che risulta rariabile col posto è perciö 1' energia cinetica, cioè
P unica forma di energia attuale che entra in gioco (15).

(*5) Taie risultato è in accordo con quanto è stato ricavato, senza biso-
gno di approssimazioni, per i valori medi in un periodo délie dette forme
*di energia, in eampi alternativi piani nel caso in cui sia Y ^ 0 0 e n o n si
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9, Appendice. - Giova rilevare che la presenza del campa
X

magnetico radiale Hr = ~ è essenziale per la mutua influenza f ra

fenomeni elettromagnetici e fenomeni dinamici. Infatti se, in
accordo con la (12) e la (13), si partisse dalle ipotesi che fosse
iiiYece

con \(t) assegnata, in luogo dei sistemi (17) e (19) si otterrebbero
Ie equazioni

dr

dB* _ l_ 1 d_ f 9fl,\ X(f) dH2

dt fjLy r d r \ d r ) r dr

drv§ _ d_ / l drv$\ Mfy drv$
dt V r dr \r dr ) ""* r dr

dvz_ 1 _9_ / dv,\ Mi) dvz

dt r dr\ dr j r dr

che risultano tutte indipendenti e che traducono la presenza d£
un moto completamente indipendente dai fenomeni elettromagne-
tici e di un campo magnetico dipendente solo dalP assegnata f(t)>
che compare nelF espressione di vf (l6).

trascuri la corrente di spostamento. Si veda R. ÜSTARDINI, SU particoïari
campi alternativi delta magneto-idrodinamica* Atti Ace. Sc. Torino, 89,
1954-55, 17-36.

(i6) Notiamo. per inciso, che per v = 0 e y — oo di tali equazioni si
ricava subito 1'integrale generale; è infatti, per esempio,

HB{r, *) =

dove <E» è una funzione arbitraria e A(t) è una primitiva di \(t)>

Analoga espressione si ricava per vz, per rv§ e per —-.


