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Sulla deforraazione proiettiva debole di uno strato
di quadriche.

Nota di Gruiüo VAONA (a Bologna)

Santo. - Si veda il n. 1.

1. Introduzione.

Rieordo che, secondo la definizione posta dal CECH (l), una tra-
sformazione puntuale T f ra due spaai proiettiyi JS3, S3 è una
deformazione o applicabilité proietti a di uno strato S di super-
ficie (*) di Sz in uno strato 2 di superficie di S3 quando, per ogni
coppia P, P di punti corrispondenti, esiste una omografia if, tan-
gente a T in P, P, che muta la superficie F di S passante per
P in una superficie KF avente in P un contatto analitico del 2°
ordine con la superficie F omologa di F in T,

Queste corrispondenze sono state studiate dal CECH (3) e da
me (4) sia nello spazio ordinario corne anche negli spazi a più
dimensionL

È evidente che una deformazione proiettiya di uno strato-
subordina fra superficie corrispondenti una ordinaria applicabilità
proiettiya nel senso di FUBINI e che non è vero il viceversa. La
condizione necessaria e sufficiente affinché una trasformazione T
sia una deformazione proiettiya di uno strato S è che le direzioni
tangenti aile superficie di S siano caratteristiche per T.

(4) Si veda: E. CECH, Deformasione proiettiva di strati à"ipersuperftcie,
« Atti del Convegno Internazionale di (xeometria differenziale. Italia
1953 », Perrella, Roina (1954), pp. 266-273. Si vedano anche i lavori di E.

CECH: Géométrie projective différentielle des correspondances entre deux
espaces. Mém, I , I I , I I I , I V , V, V I , V I I , « (Sasopis pro pest. matem. a
fys.», 74, pp. 3248 (1949); 75, pp. 123-136 (1950); 75, pp. 137-157 (1950); 77,
pp. 149-166 (1952) ; 77, pp. 167488 (1952) ; 77, pp. 297-331 (1952) ; 78, pp.
123-137 (1953).

(2) Dicesi strato di superficie una famiglia oo* taie che per ogni pun to
di una certa regione passi una superficie délia famiglia ed una sol a,

(3) Si vedano i lavori cit. in (*).

(4) Si veda : Gr. V A O N A , Le trasformasioni fra due spazi che posseggona
iperpiani di rette caratteristiche, «Rend. Sem. Mat, di Tor ino» , 12, pp.
195-238 (1953) ; Gr. V A O N A , Deformazione proiettiva di uno strato di super-
ficie dello spazio ardinario, « At t i Sem. Mat e Fis* di Modena » (1955).
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Recentemente il prof CECH mi ha proposto di occuparmi di un
nuovo tipo di deformazioni proiettive di strati (deformazioni deboli
o in senao de6o7e) che si possono definire nel seguente modo :

«Una trasformaaione puntuale T f ra due spazi proiettivi S3,
S3 si dice che è una deformazione proiettiva debole (o in senso
debole) di uno strato 2 di superficie di £3 in un strato 2 di super-
ficie di S3 quando subordinà fra superficie corrispondenti dei due
strati un'ordinaria applicabilità proiettiya (in particolare un'omo-
grafia) e Ie giaciture piane tangenti alle superficie di 2, 2 sono
giaciture caratteristiche » (5).

La presente Nota è dedicata allo studio delle deformazioni
deboli di strati di superficie limitatamente agli strati di quadriche.

Posto analiticamente il problema mediante un'opportuna rap-
presentazione della trasformazione con equazioni differenziali a
derivate parziali (n. 2), si considerano Ie deformazioni proiettive
che inducono fra superficie corrispondenti un' applicabilità proiet-
tiva (non omografia), limitatamente al caso in cui le superficie degli
-strati siano quadriche. Si dimostra che gli strati di quadriche proiet-
tivamente deformabili sono particolari e dipendono da quattro fun-
zioni arbitrarie di una variabile (n. 3). Si stabilisée una caratterizza-
zione geometrica di tali strati (n. 4) e se ne indica una costruzione
geometrica (n. 5)* Fra gli strati di quadriche proiettivamente
deformabili si incontrano quelli costituiti dalle quadriche appar-
tenenti alle congruenze W a falde focali rigate, diffusamente
studiate da C. SEGRE (6), da J. KJÜAPKA (7) e da altri Autori.

Si studiano infine le deformazioni degli strati di quadriche
{n. 6), osservando, fra 1' altro, che, dati due qualunque strati di
quadriche proiettivamente deformabili, esistono infinité trasforma-
zioni che deformano F uno nell' altro e queste dipendono da quattro
funzioni arbitrarie di una variabile.

(5) P e r la nozione di giacitnra caratteristica si veda : L. MURACCHINI,
Alcune propriété in grande delle trasformazioni puntuali, « Boll. Un. Mat.
I ta l . », (3), 7, pp. 123-131 (1952). Condizione necessaria e sufficiente affin
ché una giacitura piana sia caratteristica è che essa possegga almeno tre
direzioni caratteristiche.

(6) Si veda : C, S E G R E , Le congruente rettilinee W aderenti a dite
superficie rigate, « Att i Ace. Scienze di Torino », 42, pp. 539-550 (1907);
C SEGRE, Congruente rettilinee W di cui una od ambe Ie falde focali
sono rigate, « Att i Ace. Scienze di Torino *, 49, pp. 291-303 (1913).

(7) J . K L A P K A , Sur les congruences W dont les surfaces focales sont
réglées, « Publ . de l 'Un iv . Masaryk» , ~cis 69 (1926).
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Nel corso del layoro vengono impiegati spesso procedimenti e
risultati stabiliti nel 2° dei miei lavori citati nella nota (4), Kiman-
derö quindi sovente a detto lavoro che verra indicato con la let-
tera D seguita dal n. a cui la citazione si riferisce.

2. Posizione analitica del problema.

Fra gli spazi proiettivi Sz(xli xi} xz, x4), Sz(ylf y%, y3, y4) con-
sideriamo la trasformazione T rappresentata dai due sistemi di
equazioni differenziali completamente integrabili

(1) x** = a\fx + < V + a%x' -+- afjx*

(l') Vij = b^y + h$y* + 6gV + ^V (*, 3 = 1, 2> '^

dove Ie incognite x e y e le a[f, b[f sono funzioni analiticne delle
tre variabili uï} M8, M3 e gli indici in alto delle x e y indicano
deriyazioni rispetto a tali variabili [_D, n. 3],

Posto c\f = a^} — bjj5, Ie direzioni caratteristiche di T sono
rappresentate dal sistema delle equazioni ottenute annullando i
minori del 2° ordine estratti dalla matrice

(2)
dux

2 ctydtot duj S c{$dutdu9 S
ij ij ij

Supponiamo di aver scelto i parametri uXi u2i uz in modo che
le superficie (non sviluppabili) dei due strati siano le superficie
<H3 — cost. e Ie loro curve asintotiche siano Ie linee coordinate
ux = cost.^ uz -̂ = cosi ; u% = cost., u$ = cost..

Affinchê T sia una deformazione proiettiva debole dei due strati
considérait dovranno essere soddisfatie Ie condi&ioni

x L — a^i = on — o22 — u

(3)

Fissando inoltre nei due spazi i fattori di proporzionalita
delle coordinate alla maniera di WILCZYNSKI [D, n. 4], si avrà

(4) (4V = ag> = 0 , 6iV = 6g? = O.
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Con evidente cambiamento delle notazioni, Ie prime tre equa-
zioni dei sistemi (1), (1/) si scriyono rispettivamente

x11 = px2 -h px yn = $yl -+- py

(5) x2t = yx1 •+- qx (5') y22=zyyl^-qy

xlz = axl -+- bx2 •+ cxz -hrx ylz — ay1 -hl>y2 -f- cyl -h ry, c=^0.

Le rimanenti equazioni (1), (1') si ricavano dalle (5), (5') me-
diante derivazioni opportune, in guisa che la trasformazione T è
rappresentata dalle sole equazioni (5), (5') [_D, n. 5].

3. Le deformazioni deboli di strati di quadriche. Strati di
quadriche proiettivamente deformabili.

Supponiamo che le superficie dei due strati siano quadri-
che (6 = y = 0) e che la deformazione subordini fra quadriche
corrispondenti un' applicabilité proiettiva che non si riduca ad
una omografia (8).

La trasformazione sarà rappresentata dai due sistemi

xu — px yu =py

xu — ax1 -f- bx1
 H- cxl -h rx yn = ay1 •+- by2 •+• cyl •+- ryy

dove c =}= 0 e non si ha contemporaneamente p = p, q = g.

Derivando opportunamente Ie (6j si ottengono Ie rimanenti
equazioni differenziali (1) e per i loro coefficient si hanno Ie
espressioni \Dy n. 5]

cayj = — ab — a1 — r ca$ = ~ aa — a2 f- g

= — ab — b2 — r

-„(3) _ „ r .2
cc*23 — — ac — c

= — ap — br -t-p2 — rx ca$ = — bq —ar -+-q1 — r

(8) La corrispondenza subordinata puö ridursi ad una omografia. Tale
caso va studiato a parte.
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affiag? - 6a»

°> = - a a ^ - &a<°3> H -

- r -
(0)

Analogamente i coefficienti delle rimanenti equazioni (1') sou o
dati dalle formule che si ottengono dalle precedenti sostituendo
p, q, a, b, r con p, g, a, 6, r rispettivamante. Nel seguito indiche-
remo queste formule con in numeri (7'), (8'), (9').

Le condizioni di integrabilità del sistema (6) si scrivono
[A n. 5]

c(2a61 H- a11 H- 2rl) = 2c1(a6 -4- al •+- r)

H 6" —pi) = 2c1(&& -+- bl —p)
(10)
v ; 2ccbl = 2cclb H- 2c1c1 - cc11

c 2axp -+- apl -H 2r6* -+- cp8 -*- r11) — 2c](ap -+- br -+- r1),

c(2aa2 •+• a22 — gs) = 2cs(aa •+• a2 — g)
c(26af + 622 -4- 2r2) = 2c2{ab + b2 + r)

2cca* = 2cc-a H- 2C2C2 — ccx5

c(2fe?g -+- bq2 -t- 2ra2 -+- eg3 -+- rï2) = 2C?(6Q •+• ar -+- r2),

(12) p2 =3 0, g1 = 0.

Le condizioni di integrabilità del sistema (6'), che indicheremo
con (10'), (11'), (12'), si ottengono dalle precedenti sostituendo p, q,
a, b, r con p, q, a, b, r rispettiyamente.

Sottraendo membro a membro Ie (102), (10s') ; Ie (10g), (10/) ; Ie
, (11,') e Ie (113), (113') si hanno Ie relazioni

c{q — qf = c\q — g), c(p - p)1 = c\p — p).

Avendo riguardo alle (12), (12'), poichè non si ha contenipora-
neamente p = p e q = q, dalle (13) segue

(14) — — l o g c = 0.
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Si ha:
Condizione necessaria e sufflciente affincM lo strato di quadriche

di equa&ioni (6) sia proiettivamente deformabile in senso debole
è che sia soddisfatta la (14).

La nécessita della coudizione è già stata sopra verifieata ;
diinostriamo quindi la sufficienza,

Supposta yera la (14), operiamo sai sistemi (6), (6') Ie trasfor-
mazioni

(15) xz=p{ulf ui9 t*3)oï(T1, Tg) T3) , y — p{ulP ut, u9)y(T19 T2J T3)

dove la funzione p è integrale del sistema completamente inte-
grabile

Dette trasformazioni non alterano le particolarità di cui godono i
sistemi. I l coefficiente c*, trasformato di c, è dato da

(17) «* = r ? h ;

e, poiché per la (14) c è il prodotto di una funzione delle variabili
u], u% per una funzione delle variabili ut, u^ scegliendo oppor-
tunamente Ie funzioni iï3 x2, x3 si puö rendere

(18) c* = 1.

Indicando con Ie stesse lettere i coefficienti e Ie funzioni inco-
gnite dei sistemi trasformati, le condizioni di integrabilità (10),
(11), (12) si scriyono

(19; y = i > 2 = 0, g1 = g1=O, 6l = 0, a 8 =0 ,

(20) 4pal -h 2p* — a111 = 0, 4g62 + 2g3 ~ 6222 = 0.

Le condizioni di integrabilità (19'), (20') delFaltro sistema si dedu-
cono dalle (19), (20) con la solita sostituzione.

Dalle (19), (20) e (19'), (20') appare chiaramente come lo strato di
equazioni (6), per il quale risulti verificata la (14), ammetta infinité
deformazioni dipendenti da funzioni arbitrarie di una variabile.

Si ha inoltre :
Gli strati di quadriche proiettivamente deformabili in senso

debole dipendono da quattro funzioni arbitrarie di una variabile.
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Infatti un generico strato di quadriche proiettivamente defor-
mabile in senso debole è rappresentabile con equazioni del tipo

(21) xxi = qx

x12 = axl -h bx2 -+- ce3
 H- ra,

dove le funzioni p, g, a, 6, r soddisfano aile condizioni di inte-
grabilità (19), (20).

Le trasformazioni che non alterano le particolarità del sisten^
(21) sono del tipo

x = f(uz)x{rli T2? T8), ̂ 1=f{Ud)^-ul(f(ui), T% = ^(te8) -+- u%x(u%),

( 2 2 )

dove le funzioni cp e x sono =\=0 e k è una costante.
Si possono distinguere tre casi :

a) p4=0, g 4=0;

c) p = q = 0.

Mediante opportune trasformazioni del tipo (22), ci si
ridurre ad avere rispettivamente :

Caso a)

(23) ^ = 1, g = l , 3 r = — a 1 —6«, 4a = a11, ib = 6» ;

Caso 6j

(24) JJ = 0, g = l, 2r = - a1 - &2, a = M ^ ^ M , ) , 46 = &ï2 ;

Caso c)

(25) p — 0, q — 0} 2r = - a1 — &2, a = u*F{uz\ b — w,2G(w3),

dove F e G sono funzioni arbitrarie di te3.
Dopo di ciö le trasformazioni del tipo (22), che lasciano inalte-

rate le (23), (24), (25) rispettivamente, dipendono soltanto da costanti
arbitrarie. È allora evidente corne nei casi a), 6), c) lo strato
dipenda rispettivamente da quattro, tre, due funzioni arbitrarie di
una variabile.
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4. C&ratterizzazione geometrie» degli strati di quadriche
proiettivamante deformaMli in senso debole.

Nel n. précédente ci siamo occupati dello studio degli strati di
quadriche deformabili da uu punto di vista analitico. Ci propo-
niamo ora di attribuire un eignificato geometrico alle condizioni
stabilité.

Le générât L ici di ciascuna schiera delle quadriche dello strato
costituiscono una congruenza. Le due congruenze sono fra loro
intimamente legate nf1! senso che la oonoscenza delFuna indiyidua
1' altra. Per la caratterizzazione geometrica degli strati deformabili
ci si potrà quindi riferire indifferentemente air una o air altra di
queste due congruenze.

Si possono distinguere tre casi :
1°) entranibe le due congruenze hanno falde focali degeneri

(ridotte a curve) ;
2°) una almeno delle due congruenze ha una falda focale

non dégénère e una dégénère ;
3°) una almeno delle due congruenze ha due superficie focali

non degeneri, distinte o coincidenti.
Nel 1°) casöy riferendoci alle equazioni differenziali (21), Ie

superficie focali della congruenza costituita dalle schiere di gene-
ratrici u2 = cost., uz = cost. sono quelle descritte dal punto z
dato da
(26) z = \*.x -+- x1,

•dove u. soddisfa alla equazione di 2° grado

(27) W=P-

Affinchè entrambe Ie falde focali siano degeneri deve aversi

Se lo stesso accade della congruenza formata dalle altre schiere di
generatrici, si avrà

6Ï8 = 0.

Con opportune trasformazioni del tipo (22) si puö fare in modo
da avere

Dallé condizioni di integrabilità segue poi p = cost., q = cost. e
quindi lo strato di quadriche è un fascio di uno dei segmenti tipi
IA n. 12] :

1̂ ) quadriche passanti per un quadrilatero sghembo ;
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1&) guadriche passanti per tre rette a, b, c, con a e b sghembe
fra loro ed inddenti a c, ed aventi un contatto ordinario del 1°
ordine nei punti di c ;

1°) quadriche passanti per due rette inddenti ed aventi un
contatto ordinario del 1° ordine nei punti di queste.

Si tratta cioè degli strati di quadriche proiettivamente deformabili
secondo la la def inizione posta dal CECH, ricordata nelF introduzione.

Nel 2° caso, s upponiamo che la congruenza u2 = cost., tt3 = cost.
abbia una falda focale non dégénère ed una dégénère (9). Deri-
vando successivamente la (26), si ha che Ie coordinate del punto
z di entrambe Ie f aide focali soddisfano all'equazione

(28) s22— qz.

La (28) ei assicura che le due falde focali si riducono rispetti-
vamente ad una retta ff e ad una superficie rigata H, Le rette
della congruenza si ottengono congiungendo ciascun punto P di
H con il punto intersezione di G col piano tangente in P ad H.
Le schiere rigate sono costituite dalle rette della congruenza che
si appoggiano alle generatrici di H.

Nel 3° caso la (28) ci permette di affermare che le due super-
ficie focali sono due superficie rigate G ed H e la corrispondenza
determinata dalla congruenza fra i punti di G ed H (essendo
omologhi due punti quando sono fuochi di uno stesso raggio) muta
le generatrici di G in quelle di H. Una congruenza siffatta è una
congruenza W a falde focali rigate (10) di quelle diffusamente
studiate da 0. SEG-RE ed J. KLAPKA nei lavori citati nelle note
(6) e (7j.

Inyersamente ogni strato di quadriche per oui la congruenza
délie generatrici di una schiera è una congruenza W a falde
focali rigate (caso 3°) oppure è una congruenza con una falda
focale rigata ed una dégénère ridotta ad una retta (caso 2°), è
proiettivamente deformabile in senso debole.

(9) I n questo caso deve essere necessar iamente p ^ 0.

(10) U n a congruenza a falde focali r igate è W se e solo se fa corrispon-
dere le generatrici délie due rigate (si veda: C. SEGRE, il 1° dei lav. cii
in (6), pp. 549-550; il 2° dei lav. cit. in (6), p. 297). Bicordo anche che una
congruenza W a falde focali rigate subordina fra generatrici corrispon-
denti una proiettività, di modo che le rette che si appoggiano a due
generatrici corrispondenti generano una schiera rigata (si veda : C. SEGRE,

il 1° dei lav, cit. in (6)? p. 539).

23
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Consideriamo infatti lo strato di quadriche di equazioni (6) e
supponiamo chala congruenza costituita dalle generatrici êâ = cost.f
u3 = cost. soddisfi ad una délie due condizioni precedenti. Le falde
focali della congruenza sono quelle descritte dal punto 0 dato da

(29) z = (Aas +- x\

dove [x è soluzione dell' èquazione di 2° grado

(30j w —?-(|A.l-6) + B 1 - ap = 0.

Affinché la congruenza sia dei tipi suddetti occorre che Ie coor-
dinate del punto z di ciascuna falda focale soddisfino ad una
medesima èquazione del tipo

Devono pertanto esistere due funzioni p e o- tali che

q = p -f- ^a
2(A* = CrftJL -f- 6 )

[X2 ï -f- [AÇ = p(JL - H <H[x2 H - r)

0 — GC.

1 c1

Segue (7 = 0, p = g, [J-2 = 0, E poiché p. = - - ± D(^2 , w8). si ha l a

(14), essendo (x2 = 0.

5, Costruzione geometrica degli strati di quadriche proiet-
tivamente deformabili in senso debole.

Dalle proprietà stabilité nel n. précédente segue che gli strati
di quadriche proiettivamente deformabili in senso debole sono-
tutti e soli quelli appartenenti ad uno dei tre tipi :

1°) fasci di quadriche dei tipi l£), IJ), 1̂ ) descritti al n. pré-
cédente ;

2°) strati formait dalle quadriche passanti per una retta flssa
Gr e tangenti ad una superficie rigata H lungo le sue generatrici;

3°) strati formait dalle quadriche appartenenti ad una con-
gruenza W a falde focali rigate.

Degli strati del 3° tipo è nota una costruzione iperspaziale di
C. SEGKRE (U) ottenuta mediante la rappresentazione dello spazia
rigato sulla quadrica di KLEIN* dell?/S5.

(") Si veda : C. SEGRE, il 1° dei lav. cit. in (6).
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II SEGRE ha dimostrato che « Ie congruenze W a falde focali
rigate sono tutte e sole quelle rappresentate sulla V4

2 di KLEIN

delP$5 dalle F3 luogo delle oo1 coniche sezione della V4 con i
piani tangenti ad una rigata svüuppabile dell'S5 che non sia un
cono col vertice snlla V4 » (12).

Le quadriche dello strato sono quelle rappresentate dalle coni-
che sezione della V4 con i piani tangenti alla sviluppabile.

Vanno escluse ovviamente fra le V3 precedenti quelle ottenute
mediante sviluppabili i cui piani tangenti sono an che tangenti
alla 7 / (13).

Si vede subito che i coni esclusi nel teorema précédente danno
luogo agli strati di quadriche del tipo 2°),

6. Deformazioni proiettive deboli di uno strato di quadriche.

Dati due qualunque strati di quadriche proiettivaniente defor-
mabili in senso debole, esistono delle trasformazioni puntuali che
deformano Funo nelPaltro? E se ciö accade quante e quali sono
Ie trasformazioni che realizzano la deformazione ?

Kisponde a tali domande il seguente teorema :

Dati due qualunque strati di quadriche proiettivamente déforma*
bili in senso debole esistono infinité trasformazioni che realizzano
la deformazione delVuno nelV altro e queste dipendono da quattro
funzioni arbitrarie di una variabile.

Siano dati infatti i due strati di quadriche rappresentati
rispettivamente dalle equazioni

(31) x** = qx (32) y** = qy

xlt = ax1 -h bxz -f- x* •+- rx yn = ayl -+- byl -+- y% •+• ry,

dove x, p, q, a, b, r sono funzioni delle yariabili ul9 t*2) u3 ed y,
p, q, a, &, r sono funzioni delle variabili T1? T2) T3.

(12) D a tale costruzione r isul ta confermato che gli s trat i di quadr iche
proiet t ivamente deformabili in senso debole dipendono da quat t ro funzioni
arbitrarie di una variabile. Infatt i da quattro funzioni di una variabile
dipende una curva e quindi una sviluppabile d e l l ' ^ .

(13) La congruenza rappresentata da una F 3 siffatta è costituita dalle
tangenti ad una rigata nei punti di una sua curva (si veda : C. SEGRE, il
1° dei lav, cit. in (6), p . 544).
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Una generica corrispondenza fra i due strati si puö rappre-
sentare con Ie equazioni

Xl = T / M J , u%, u3) , Tj z= T !(W1 , w , , uz) , T3 — T3(>3).

Affinché tale corrispondenza sia una deformazione proiettiya è
intanto necessario che si corrispondano Ie generatrici e quindi che
Ie funzioni precedenti siano del tipo

(38) T, = X^U, , Uz) , T2 = T2(i*2 , W g ) , T3 = T3(M8).

Applichiamo alle (31) la trasformazione

X = x{rx, T ? Ï T3)

ove Tt j T2 , T3 sono date dalle (33) ; in modo che punti corrispon-
denti si ottengono ora per gli stessi valori dei parametri. Il coef-
ficiente c* di xz nella equazione trasformata della 3a delle (31) è
dato da

Affinché la trasformazione sia una deformazione proiettiva del-
l'uno strato nell'altro, occorre e basta (n. 2) che si abbia c* = 1
e quindi che T15 T2, T3 siano del tipo

(34) T, = f(u5) -f- UftiWi) , T2 = ty(ut) -f- utx(wz) , T8 = ƒ <pXdw8 -+- fc,

doye ƒ, cp, v]/, ^ sono funzioni arbitrarie (©̂  =j= 0) e fe è una costante.
Dal teorema dimostrato e dalle propriété, yiste nei nn. prece-

denti segue anche:

I. Dato uno strato di quadriche proiettivamente deformaiile in
senso debole esso ammette infinité deformazioni dipendenti da otto
funzioni arbitrarie di una variabile.

II. Le trasformazioni fra due spazi che sono deformazioni
proiettive in senso debole di uno strato di quadriche dipendono da
dodici funzioni arbitrarie di una variabile (14).

(14) Di queste trasformazioni si possono scrivere equazioni parametri-
che in forma esplicita. Bastera, facendo uso delle costruzioni indicate nel
n, 6, scrivere Ie equazioni parametriche di due strati generici, adoperando
parametri diversi per i due strati, e quindi applicare ad un sistema una
generica trasformazione di parametri del tipo (34).


