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Sulle trasformazioni puntuali fra spazi proiettivï sovrapposti
nell'intorno di un punto unit o.

Nota di LIONELLO CANTONI (a Bologna)

Snnto. - Come al n. 1.

1. Nel presente lavoro si studia una trasformazione puntuale T
fra due spazi Sr sovrapposti nell' intorno di un punto unito 0,
trattenendosi specialmente sul caso r = 3 (n. 4 e successivi) (1).

(L) Per lo studio di una trasformazione puntuale fra spazi lineari, si
veda : M. VILLA, Le trasformazioni puntuali fra due spazi lineari. I. In>
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Si determinano riferimenti intrinseci e si assegna un significato
geometrico degli invarianti.

In generale, per determinare il riferimento intrinseco basta
Pintorno del 2° ordine di 0 ; perö se esiste un altro punto unito
infinitamente vicino ad 0 occorre Pintorno del 3° ordine.

Si considéra pure (n. 2 e 10) Pipersuperficie L, luogo dei
punti A per i quali esiste un iperpiano unito nelPomografia che
T induce fra Ie stelle di centro il punto A e il suo corrispon-
dente 1 in T (2). Questa ipersuperficie puö servire a fissare intrin-
secamente elementi del riferimento.

2. - Sia data una trasformazione puntuale T fra due spazi Sr9

Sr sovrapposti, rappresentata dalle equazioni :

(1) xi = fi(xl, xi}..., xr) i=l, 2,..., r

e chiamiamo A, Â una generica coppia di punti corrispondenti in
detta trasformazione.

Il luogo dei punti A, per i quali esiste un iperpiano unito
nelPomografia o> che T induce fra Ie stelle di centro A e Â è
una ipersuperficie L la cui equazione si ottiene subito imponendo
che un iperpiano per A contenga il punto Jï, la retta a corrispon-
dendente (in w) alla retta a = A Â, il piano ïz corrispondente al
piano ir individuato da a e ~a e cosï via. Indicando con J la ma-
trice jacobiana délie (1), con J_l la sua trasposta, con I la matrice

torno del 2° ordine. I I . Intorno del 3° ordine. Riferimenti intrinseci.
I I I . Trasformazioni cremoniawe osculatrici. Atti Ace. 3S"az. Lûncei, Rend,
(8) 4, 55-61, 192-196, 295-303 (1948). Al caso particolare del punto unito e
per r —2 sono dedicati i lavori : C. LONGO, Trasformagioni puntuali nel-
Vintorno di un punto unito. Atti Ace. Naz. Lincei, Rend. (8) 8, 320-325 (1950) ;
M. VILLA, Una cubica collegata ad un punto unito in una tras formas ione
puntuale. Atti Ace. Ligure Sc. Lettere, 9, 1-11 (1952), Ricordo anche il
laToro di L. MURACCHINI : Sulle trasformamoni puntuali fra piani protêt-
tivi sovrapposti, questo Bollettino (3) 9, 360-366 (1954), nel quale si consi-
derano trasformazioni puutuali fra piani sovrapposti, ma lo studio viene
svolto nell* intorno di una coppia di punti corrispondenti distinti, nonchè
quello recente di P. SPERANZA, Sulle trasformazioni puntuali fra spazi
proiettivi sovrapposti, questo Bollettino (3) 10, 61-68 (1955).

(2) Questo luogo, për r = 2, è già stato considerato. Si veda L. MURAC"
IJ op. cit. in (1).
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identica di ordine r e ponendo f— x =
detta equazione è :

(f-oo)I

— x l 9 f t — x l > t „ , fr — xr)

=0

3. Sia 0 = 0 un punto unifco per la T e supponiamo che l'omo-
grafia clie la T induce fra Ie stelle sovrapposte di centro O, sia
generale. Assunte Ie r rette nnite come assi coördinatie Ie equa*
aioni di T nelFintorno di O sono :

Xi = 2 bjk XjXk

fc
[3] b% = i

Oonsideriamo la curya C corrispondente in T all'asse xh e il suo
piano osculatore. Questo piano interseca 1' iperpiano xh = 0 lungo
una retta tale che se proiettiamo dà un qualsiasi pünto di essa i
punti di G sull'asse xk, la corrispondenza che cosi nasce fra i
punti di xh e Ie proiezioni dei corrispondenti è data da:

ove XA, xh rappresentano rispettivamente Ie ascisse sulPasse xh di
due punti corrispondenti. La précédente corrispondenza è osculata

dalla proiettività ahv Xh=
 h h ,h> la quale, se è a A ^ l ammette,

oltre il punto 0 un ulteriore punto unito Ak. Assunto come iper-
piano improprio quello determinato dagii r punti Ah {h—lf 2,..., r),
si ha :

& L = 0 i^= 1, 2,. . . , r.

Scegliendo pói come retta unità una retta caratteristica e su
•essa come punto unità il corrispondente (nella prospettività carat-
teristica che intercède fra i punti di detta retta e quelli délia sua
corrispondente in w) del punto improprio della retta caratte-
ristica corrispondente, si ha :

l...r ,^ ,M ,£,

(3) Per il simbolismo adottato si veda ad es.: S. CHERUBINO,, Lezioni
<li Geometria Jnalitica con Elementi di Proiettiva, p. II, cap. I. Genova,
Dante Alighieri (1940).
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Risulta quindi completamente fissato il riferimento intrinseco.
TIn significato geometrico degli inyarianti ah del primo ordine,

si ha subito osservandö che Ie óor omografie tangenti alla T in 0,
posseggono tutte come invarianti proiettivi assoluti, precisamente
i numeri ak. Per mezzo delle coppiè di rette caratteristiche non
adoperate per fissare il riferimento intrinseco, si ha poi un signi-
ficato geometrico per gli invarianti del secondo ordine.

Se uno dei numeri ah vale 1, la T possiede un ulteriore
punto unito infinitamente vicino ad 0 e viene a cadere la précé-
dente determinazione dell'iperpiano improprio; per fissare il rife-
mento è necessario far uso di elementi delFintorno del 3° ordine
di 0. Se, per fissare Ie idee, si ha a 1 = l , a{^l i = 2, 3, . . . , r, si
assumera come iperpiano improprio, quello determinato dagli r— 1
punti Ai (i—2} 3,..., V) e da un punto caratteristico (4) qualsiasi.

Se poi la w non fosse generale, per fissare il riferimento è
conveniente far uso di elementi della configurazione caratteristica,
come vedremo per r = 3.

Si noti che se la M è generale con tutte Ie ah=\=l} la ipersuper-
ficie L ha un punto r-plo in 0 il cui cono tangente si spezza in r
iperpiani che sono, nel riferimento fissato, quelli coordinati.

Nel seguito, supporremo sempre r ^ 3 . Si possono allora distin-
guere per la w i seguenti casi : 1) La w è generale; 2) La w è
parabolica ; 3) La w è doppiamente parabolica; 4) La w è un'omo-
logia generale; 5) La o> è un'omologia speciale; 6) La w è l'identità.

Nei numeri che seguono studieremo questi sei casi, distinguendo,
per ciascuno di essi il sottocaso in cui la T possiede un punto
unito infinitamente vicino ad 0.

4. La oj è generale.

Se la T non possiede punti uniti infinitamente vicini ad 0,

(4) La nozione di punto caratteristico, discende subito da quella di E3

piano caratteristico. Si consideri la Vr~L che corrisponde in T ad un iper-
piano Sr indiyiduato da r — 1 direzioni caratteristiche. Secando questa
varietà con un piano individuato da due direzioni caratteristiche di Sr

(diverse da quelle che corrispondono in w alle r—1 considerate) si ottiene
una curva il cui E$ si chiamerà Ez caratteristico relativo alle r -f-1 dire,
zioni caratteristiche considerate. I punti della tangente (in O) all' Ez carat-
teristico che corrispondono nella proiettività che 1'$3 subordina fra i punti
della tangente e Ie rette di fascio di centro 0, alle due diï-ezioni caratteri-
stiche di Sr piu sopra considerate, si diranno punti caratteristici. Si veda
M. VILLA, la prima delle op. cit. in (1), II, n. 4.

15
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dalle considerazioni svolte al n. 2 si hanno senz'altro gli sviluppi:

~ax -*-2a]2a;2/-ï-a28^2-f-2a13x0-h2a23^-h a33#
2-*- [3]

— by 4-6nx
2-f- 2bnxy ~+-2bnxz -*-2b%zyz -hbuz

2 H- [3]

— c# -f- cux* -i- 2C|2OÏ2/ •+- ony
2^~ 2cnxz -f- 2czzyz -+• [3]

con: a„=a—2oia—2aI8—2a23 —a33; &M = &-26]S—&u —26I3 —2623;
ctl = c — 2clg — c22 — 2c13 — 2c23.

Un significato geometrico per gli invariant! a, b, c, si ottiene
immediatamente osservando che Ie oo3 omografie tangenti in. 0
alla T, posseggono tutte come inrarianti proiettivi assoluti i tre
numeri a, b, c (5). Si osservi che per mezzo delle sei coppie
di rette caratteristiche non adoperate per fissare il riferimento
intrinseco, si ha poi un significato geometrico per gli invariant!
del secondo ordine.

Se uno dei tre numeri a, b, c, è = 1, il ragionamento fatto per
fissare il riferimento intrinseco cade in difetto ; sia ad es. c = 1
(e allora sarà necessariamente a=j=l, b=\=l), ne discende A^ z== 0
e per fissare il riferimento intrinseco, l'intorno del secondo
ordine di 0 non è più sufficiente. Si potrà allora assumere come
piano improprio il piano determinato da Al? A% e da un punto
caratteristico. Si puö anche procedere al modo seguente :

Si consideri la quadrica che contiene 1' É2 corrispondente all? Et

inflessionale :
y= [3]
z = [3]

corrispondente all' ~EZ inflessionale di 2a specie

x = [4]

y = [4]

che passa inoltre per At ed è tale che rispetto ad essa, il piano
x — 0 sia polare del punto Ax. Assunto come piano improprio il
piano tangente in Az a questa quadrica (piano che necessariamente
contiene anche A^ e determinando quindi il puuto unità come nel
caso generale, si hanno Ie condizioni :

&ii = &2s = ö P333 = 2bucu

3 3 8

2 a i t==a, 2 bik=b, 2 ca = 1 aik=aik9 bik—bki, cik—cki
iJ ik ik

(5) Cfr. : M. VILLA, il secondo dei lavori. cit. in (1).
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avendo indicato con p333 il coefficiente di z3 nel secondo degli
svilappi locali di T.

Si hanno cosï Ie equazioni çanoniche di T :

#— ax + 2aitxy + atiy
l+2anxz-^2a^yz-t-auz

l -+ [3]

bnx
2 + 2bx%xy + 2bnxz •+- 2bnyz -*- &88g* -+- o^xyz) •+- [4]

- 2c12xy ~h ct2y
l-¥- 2cnxz -h 2cnyz-\- czlz

% -+- [3]

essendo: a „ = a — 2a12— 2al3— 2aM— a33 ; 6 3 3 -6 — 26J2— 6M— 2613— 62S

e <p3(a;, y, z) una forma di terzo grado in x\ y, 'z in cui il coeffi-
ciente della z% vale 2633c33 (

6).

5. La w è parabolica.
La eu ammétterà quindi due sole rette unité e due soli piani uniti.
Assunta la retta unita che giace in un sol piano unito come asse

delle x, l'altra direzione come asse delle y, il piano unito che con-
tiene una sola retta unita come piano x — 0, Ie equazioni di T
assumono 1' aspetto :

cc — ax -H [2]

y = by-+-b'z-h [2]
5 = cz . -H [2]

assumendo inoltre come retta unità una retta caratteristica ed
imponendo che la sua corrispondente nella OJ sia una retta del
piano y = 0, si ha :

V = - b *'&„-+- 2blt -h 622 H-'2618 -h 26„ H- &33 = 0

Costruiamo le due proiettività o-̂ ., <ry sui due assi x ed £/. Sup-
ponendo a=j=l; ^^^-î dette proiettività sono non paraboliche e si
possono determinare quindi, come fatto in generale, due punti Ax

ed A2, uno per ciascun asse. Assunto corne piano improprio quello
determinato dai due punti Al ed A% nonchè dal centro della pro-

(6) Si osservi che se uno dei tre numeri a, by c, è = 1, i sette centri
delle prospettività caratteristiche cadono tutti sul piano coordinato
che non contiene Passe su cui si trova il punto unito infini tam en te
vicino ad 0. (Il piano # — 0 nel presente caso). Infatti, indicata con (A, \Xj v)
una direzione caratteristica e con Xo, Yo, Zo le coordinate del centro della
relativa prospettività caratteristica, si hanno le relaziorii : (1 — c)vyo

:=

alyQ — b\ix0 cvx0 —
JAV(6 — c) Ap.(a — 6) Av(c — a)

dalle quali segue subito quanto abbiamo annunciato.
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spettività caratteristica relativa alla retta unità, si ha : an = bi% :=. 0

3 3

2 aih=z 2 cik = 0 aik = aki, cik = cki.

Per fissare il punto unità, consideriamo la quadrica che è
tangente al piano improprio nel punto alFinfinito delFasse z, che
contiene gli Ë2 corrispondenti agli Et inflessionali :

z = [3] \ z = [3]

ed è tale che le sue tangenti asintotiche sul piano z = 0 dividano
armonicamente i due assi x, y ed imponiamo a questa quadrica di
contenere il punto unità (che resta cosï perfettamente fissato
perché è già stata data la retta unità). Si trova la condizione :

bl

Il riferimento intrinseco è cosï completamente fissato e si hanno
per T i seguenti sviluppi canonici :

x = ax H- 2a12xy H- a22y
2 -+- 2anxz -*- %anyz -f- a3302 H- [3]

y = b(y~z) -f- 6nic2 -f- 26U#2/ -f- 2bnxz -f- 2bt3yz -+- bnz
% -H [3]

£ = 60 H- C!^* -h 2cnxy -+- c22t/
2 -h 2c l 3xs ~h 2cï32/^ -+- c330* -f- [3]

c o n : % = - ( ï ! 2 - 2 ( a 1 2 + a13 + aJ3), 633 = — bu - 2{bi% H- bn ~h 623)

6 2 —a 2 . b2

c33 = a 3 c n — 6* — 2cu - 2c13 - 2c23, c28 = —% (a2 — cn).

Per un significato geometrico degli invarianti dei primi due
ordini si possono ripetere Ie stesse considerazioni fatte nel caso
generale.

Se invece uno dei due numeri a, b è = 1, per fissare il riferi-
mento intrinseco, bisogna ricorrere all' intorno del terzo ordine
di 0.

Se a = 1, (con b =j= 1), allora resta ancora valida la costruzione
del punto A^ mentre Ax ^ 0. Per completare il riferimento intrin-
seco si puö allora far uso di uno dei procedimenti indicati al n.
pree. nel caso c—1, oppure piu semplicëmente si puö considerare
la rete di quadriche che contengono V Ë% e V JÊ3 che corrispondono
agli E% j Ez rispettivamente inflessionali di specie 1 o 2) :
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e sono tali che Ie tangenti asintotiche sul piano xy dividono
armonicamente i due assi. Il centro délia prospettività caratte-
ristica relativa alla retta unità détermina tutta una stella di piani
polari relativamente alle quadriche della rete considerata, il cui
centro è un punto P distinto dalP origine (situato sulP asse x).
Assunto come piano improprio quello determinato da i , , da P e
dal centro della prospettività caratteristica considerata, si ha :

&» = 2 ai&= Î bih= 1 c i f t=0, aib=aki, bik=bki, cik=cki, r ,1 1=2â1 1c J 1 .
i,k=i i,k=x i,k=i

Scegliendo poi il punto unità come nel caso a =\=1 si ha la
condizione c2t = 6*(1 -— cn).

Kisulta cosï completamente fissato il riferimento intrinseco.
Nel caso b = 1 venëndo a cadere anche la costruzione analoga

alla précédente (poichè il centro della stella va a coincidere con
l'origine), si dovrà ricorrere ad uno degli altri metodi a suo tempo
indicati.

6. La w è doppiamente parabolica.

Assumiamo 1' unica retta unita come asse délie x, Y unico piano
unito come piano z = 0, una retta caratteristica come asse 0, la
retta che corrisponde a questa nella w come retta unità del piano
x = 0, e infine la retta che corrisponde all' asse y come retta unità
del piano z = 0. l ie equazioni di T assumono corrispondentemente
1' aspettö :

i x = a(x -h y) •+- a n x ? -h 2ais#2/ -H ct22i/
2 -+- 2a13#0 -h 2at3yz -+- [3]

) ̂  = a(y -h ») -h 6ucc2 -t- 2è12x2/ H- 6222/̂  -H 2bî3xz -h 2biZyz •+- a330
2 -+• [3]

[ i =r as; -i- c n # s H- 2c12iC2/ -t- c222/2 -H 2c,3X£ -4- 2cnyz -+• c33s
2 -H [3]

Si puö considerare la proiettività <JX sull'asse x e se a^= l il
suo punto unito Ax fuori dall'origine. Assunti Ax e il centro C
della prospettività caratteristica relativa all' asse 0 quali punti
impropri, si ha intanto an= 633 r= 0. Consideriamo la curva Y cor-
rispondente in T all'asse y e proiettiamo i suoi punti dalla retta
AXC sull'asse y. Ad ogni punto M dell'asse y, viene a corrispon-
dere, mediante la T, un punto M di Y e a questo un punto W
dell'asse y mediante l'indicata proiezione e la corrispondenza f ra
Ie ascisse dei punti M, Mf è rappresentata dalla equazione :

y' = ay+ [btt — ^ - j - c22j y
2 + [3].
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Assunto come ulteriore punto impröprio il punto tinito distinto
dalF origine délia proiettività che oscula la considerata corrispon-

denza, si ha la condizione : c22 = b2i. Si consideri ora la
Cl

quadrica che è tangente al piano xy nell'origine con tangenti
asintotiche che dividono armonicamente gli assi x e y, contiene
1' Bt corrispondente all' E2 inflessionale : x — [3] z =z [3] e passa
per il punto improprio della retta x=2y — 2z (si noti che il
riferimento sul piano improprio è già completamente fissato).
Imponendo a questa quadrica di contenere il punto unitâ si ha

cn== — ga2.

I l riferimento intrinseco risulta cosï completamente fissato e
rispetto ad esso si hanno per T i seguenti sviluppi (canonici) :

x = a(x -f- y) -t- 2anxy -*- atiy
%--*~ 2aïZxz -f- 2a^yz -H [3]

y = ù{y-h&) H- bny* -+• 2bnxy + b2%y* -+- 2bnxz + 2b2ïyz-h [3]

& — az — -K- x2 -f- 2cnxy H b2iy* -+- 2cnxz -h 2cz3yz -H [3]
o Ctf

e si puö dar e agli invarianti dei priini due ordini^ il consueto
significato.

Se a ^ l , per fissare il riferimento intrinseco bisogna ricorrere
all'intorno di terzo ordine di O e si potrà applicare uno dei pro-
cediinenti esposti nei numeri precedenti nei casi particolari allora
trattati.

7. La o> è una omologia generale,

Assunta: la retta sostegno del fascio di piani uniti oome asse
0, il piano dell'omologia come piano z = 0 b corne rette unità sui
due piani x = 0 ed y =: 0, due rette caratteristiche, Ie equazioni
di T assumono l'aspetto:

»« + [3]

•2c,a-i-c,

Si possono costruire sui tre assi le tre proiettività a/Kay(sz già
più volte considerate e se a=(=l, b^l esse risulteranno tutte non

< X

à

(ï
con :

6n-H

— ax -+- aua5'
= ay+bnx*

== 62 -4- cua5*

26IB + 6„ = a

-+-2a]

-K26,

+ 2Cl

%xy -+-

:*23 -+- a j

®>%%yl ~i

b^2y
i H

w = 0,

h 2a13^0 -h 2a2

h 2bl3xz +• 262

h 2c I3X0 H- '2cj

3^/0 + a

3 ^ •+• 6.

1»» + ct

hs ~ cn
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paraboliche. Preso allora come piano improprio quello determinato
dai tre punti AxAtAz si ha: a n = 5W = c33.

Considerando poi la quadrica che è tangente al piano improprio
nel punto all'infinito dell'asse 0, contiene i due Ët corrispondenti
agli E% inflessionali : x = [3], z = [3] ; y=z [3], z == [3] tale inoltre
che le sue tangenti asintotiche sul piano xy dividano armonica-
mente i due assi ed imponendo ad essa di contenere il punto
unità, si ha la condizione : cu = a1 — cn .

11 riferimento è cosï completamento fissato e Ie equazioni ca-
noniche di T sono :

~ax -*- 2anxy — 2(an-*- aiZ)y*-+- 2anxz -

—ay— 2{bn -+- 623)x- -h 2blsxy + b%ty* •+- 2bizxz+ 2bMyl - 2bnz
2+ [3]

= by

Per gli invariant! a e 6, si ha il consueto significato (cioè
quali inyarianti proiettiyi assoluti delle oo8 omografie tangenti
alla T in 0) mentre Ie rimanenti cinque coppie di rette caratte-
ristiche danno un significato geometrico agli invarianti del se-
condo ordine.

Se uno dei due numeri a, b è .= 1, per fissare il riferi-
mento intrinseco si potrà ricorrere (facendo uso di elementi del-
l'intorno del terzo ordine di 0) ad uno dei metodi già esposti in
altri casi.

8. La w è un'omologia speciale.

Assunto il piano di omologia come piano xy, il sostegno del
i'ascio di piani uniti come asse x, come retta unità sul piano xz
la corrispondente di quest'ultima nella w e come retta unità del
piano zy un'altra retta caratteristica. Ie equazioni di T si scrivono:

x = ax -+ az -h anx
2 -+• 2al%yx -+- a2iy

2-t- 2anxz-±- 2atzy& -+- anz~ -f- [3]

y= ay ~i-bnx~ -h2bnxy ^-b^y2-h2b^xz-h2bny
i -+-[3]

i = az -f- cxlx
z -f- 2cl%xy -H c2iy

2 -f- 2cnxz -h 2c%3y
% H~ auz* -+- [3]

con
an -h 2a23 H- a33 = fe22 -+- 2bn = c%% -+• 2cn H- a33.

Costruite al modo solito le due proiettività G-̂ ,, <iy sugli assi x
ed y e i relativi punti A1A2, (nell'ipotesi a=|=l) ed assunti come
punti impropri questi due uitimi punti nonchè il centro della
prospettiyità caratteristica relativa all' asse z, si ha :
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La determinazione del punto unità puö farsi del tutto identica-
mente a quanto fatto nel caso della omologia generale e si ottiene
la condizione : c^ — a1 — c22.

Con questo resta completamente fissato il riferimento intrinseco
e si harino per T i seguenti sviluppi canonici :

x=ax
y= ay -hbtix*-h2bl2xy
ë= az+-[a* +-2(c23—

agli invarianti dei primi due ordini potendo darsi il consueto
significato geometrico. Il caso a = 1 si tratta con uno dei procè-
dimenti già esposti nei n. precedenti.

9- La tö è V identità.
Se tutte Ie direzioni per 0 sono unite, scelte come assi x, y, z e

corne retta unità, quattro rette caratteristiche, Ie equazioni di T
si scrivono :

=: az

2al2xy
2bi2xy H- &22

2ci2xy

H- 2aiSxz
,y* -+- 2bi%xz

-+- 2ciBxz

-*- 2ariyz

-+• 2&
232/2

-f- 2c23t/0 •+• C330

+ 13]
+ [3]

« -4-[3]

con

Supposto a =|=l, le quatfcro proiettività îcaratfceristiche relative
ai tre assi ed alla retta unità sono non paraboliche. Assunto corne
piano improprio quello che contiene i tre punti uniti sui tre assi
distinti dalP origine e corne punto unità il punto unito relativo
alla quarta proiettività, si ha

«„ = b22 = c33 = ai a t
a23 = bi2 6,3 = c,2 4- c13 -+- c23 =

II riferimento intrinseco e cosï completamente fissato e si hanno
le equazioni canoniche di T:

x = ax • 2ai2xy -f-

26i8a5t/ — 2(6.lg -+-

• k2(a1 2

2b23yz
[3]
[3]
[3]

con il consueto significato per gli invarianti.
Se poi a — 1, converrà assumere come piano improprio quello

determinato da tre puuti caratteristici e come punto unità il cor-
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rïspondente nella relativa proiettività caratteristica del punto al-
l'infinito della retta unità considerato come appartenente ad una
délie due punteggiate sovrapposte.

10. Aggiungiamo alcune considerazioni sul comportamento della
superficie L in 0 in ciascuno dei sei casi elencati al n. 3 e stu-
diati ai n. successivi. Se la w è generale L ha in 0 un punto
triplo triplanare e i tre piani tangenti sono i tre piani coordinati;
ciö se i numeri a, &, c sono tutti e tre =}= 1. Se invece è, per es.,
c = lj allora la I) ha in 0 un punto quadruplo il cui cono quartico
tangente si spezza, nel riferimento fissato come al n. 4, sottocaso
corrispondente, nei due piani tangenti : x = 0, y = 0, e nel cono
quadrico, in generale irriducibile : cnx* -+- 2ci2xy -+- ctty

2 -+• 2cnocz -+-
-4- 2cnyz -t- cuz

2 = 0.
Se la w è parabolica, ma nessuno dei due numeri a e b è = 1,

la L ha in 0 un punto triplo biplanare, il piano tangente doppio
essendo, nel riferimento fissato, il piano'2 = 0 e il piano semplice
x = 0. Nel sottocaso a = 1 la L possiede in 0 un punto quadruplo
il cui couo tangente si spezza nel piano 0 = 0 contato due volte e
in un cono quadrico in generale irriducibile. Invece nel sottocaso
6 = 1 , la L possiede in 0 un punto quadruplo triplanare per il
quale z ~ 0 è il piano tangente doppio e gli altri piani tangenti
(semplici) sono x -=. 0 e c,sac -\- cny -+- cnz = 0.

Se la oi è doppiamente parabolica, ma è a =[= 1, la superficie L
ha in 0 un punto triplo uniplanare il cui piano tangente è il
piano z = 0. Se invece a = 1 la i ha in 0 un punto quadruplo
biplanare, per il quale il piano « = 0 è u n piano tangente triplo
e l'ulteriore piano tangente è il piano cnx -»- clty -+-cnz = 0.

Se co è un'omologia generale, la L possiede in 0 un punto
quadruplo il cui cono quartico tangente si spezza nel piano 0 = 0
e nel cono cubico :

2(&n •+- ht*)xz — 2(o18 -4- a^)yz — hnx
2z •+- at3y

2z — (a l3 - b%z)xyz = 0 .

ciö se entrambi i numeri a, b sono =j=l;. se 6 = 1 la L ha in 0 un
punto quintuplo mentre se » ~ 1 la L ha in O un punto sestuplo.

~Nel caso delP omologia speciale la L possiede in O un punto
quadruplo biplanare con z = Q come piano tangente triplo e come
ulteriore piano tangente: bnx +- bizy -+- bnz = 0; se inoltre ha a = l
L ha in O un punto quintuplo. Infine, se w è Fidentità, L ha in
0 un punto che ha molteplicità sei se »4=1 e superiore a sei se


