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Sui polinomi di Jacobi e ultrasferici.

Nota di LEerrerio ToscaNo (a Messina)

Sunte. - Si ricava una nuova formula di passaggio dai polinomi di JACOB!
a quelli ultrasferici, e, con applicazioni, si prova la sua utilita.

1. T noto che i polinomi ultrasferici

1 1—
2F‘(—n, " + 2); )\—f—é; 276)

discendono da quelli di JacosI

_(x+1, n)

: .
o ,F‘(—n,n-(—cc+(3+1;¢/.+l;—x)

P .

mediante la formula
@, n) i)
1 n
()\ -+ é 5 ’VI«)

Con questa un polinomio ultrasferico viene espresso come pro-
dotto di un polinomio di Jacosr per un fattore funzione del solo
parametro. Mentre talvolta pud necessitare una espressione dello
stesso tipo col fattore funzione della sola variabile fondamentale.

In questo secondo ordine di idee presento quil la formula, che
non mi risulta nota,

2 P (cos ) = g6 pr—1-=n =2,

(1) PP @)= (@),

con
cos 6 — 3¢ sen 6
T cos § 4+ 4 sen 0°

E fardo vedere che essa ha un ruolo non meno importante della
(1), e che pud anche condurre a nuovi risultati.

2. In una memoria di E. Goursar (}) si trova la seguente for-
mula di trasformazione per funzioni ipergeometriche di GavUss

(1) B. Goursat, Sur I équation différentielle linéaire qui admet pour
intégrale la série hypergéométrique, Annales Ec. Normale supérieure, (2),
supplément au. T. 10, (1881), pp. 3-142.
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1
2Fl(a’b;‘1:'g;;u)_
=(Vi—u+V—u)*F,|a Ll 4 Vufu —1) }
— | 2 ) ’ 9 ’(Vl—u-q—\/——u)*'
Facciamo in essa a:—n,b:n+2)\,u=1;v. Si ha
11—
2F,(—n,n+2)\;7\+§; 20)::
41/’0-1—1’0‘—1

v+ 1 v — 1\
:<‘/ 2 +V 2_) | —m )\;2)\;( v+ 1 v—1\2| "
=+ )

Ancora, con v = cos 6, segue

11— ]
2F( n, 1+ 2); X+ —;&)_
44 se co 0
[} 6\ 2» 7 S né 8‘2'
=(cq‘sz+zsen2) Tl —my A 2X; o
z+zsen2>
: 24 sen 6
— pind — T
=e ’F‘< > A5 24 cos6+zsen6)
Poniamo
1—z_ 214 sen 0
2 " cosb 4+ isenb’
ovvero

cos 6 — 37 sen 6
T cos O +isen 6

Introducendo nell’ ultima relazione i polinomi ultrasferici e di
JAcoBI si ottiene

n!

@ ) PW(cos 6) = eind

P(Z)\_l -—N——l)( )

’

@, n)
e quindi la (2).
Stabilita la (2) si pud subito osservare che, sostituendo 8 con

— 08, alla variabile # si deve sostitnire la sua coniugata 2, e che
si ha pure

@) PW(cos b) = e p—h—n-2 3,
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Inoltre dalle formule (2) e (2') si deduce, eseguendo il prodotto,
Valtra formula degna di nota

3) [P(cos 6] = P 7" V() PP TR (z).

8. A provare lutilita delle (2), (2'), (3) valgono le cons1deraz10n1
di questo paragrafo e dei successivi.
Come applicando la (1) a sviluppi in serie del tipo

Sy ant” P B ()
0

si ottengono i corrispondenti per i polinomi ultrasferici, con ana-
logia — e non meno rapidamente — si possono ottenere gli stessi
risultati applicando la (2) o (2') a sviluppi del tipo

Sp 17 P B ().
[

Naturalmente, cosl facendo, si aliarga. il campo di applicazioni
di tali ultime serie.
Ad esempio consideriamo i due sviluppi (¥

oo ’ —p—1
St PP = (1 — ¢ (1 —t 1%“) T <1,
0

oo I 142
& e (

w8 1—x
PP (g) = e+ 1° =B85 w15 t—2—) .

s,
o ' T(m +o41)

Facciamo in essi o =2\ — 1, 8 =— };

cos 8 + 3¢ sen 6

= gos 6 — ¢ sen § Per il primo

__cos®—3isend
————————— per il secondo.
" cos 6 + ¢ sen 6

Dal primo si ha con la (2)
3, 016" PP(cos 6) = (1 — A (1L — 1%
e, sostituendo ¢ con fe—i, si conclude
?,, t P‘,,“ (cos 8) = (1 — te—i0)—2(1 — tei®)—*

= [t — He® + e—i0) + £1]-2 = (1 — 2t cos 0 +- %)~

(?) E. FELDHEIM, Relations entre les polynomes de Jacobi, Laguerre et
Hermite, Acta Mathematica, 75, (1942), pp. 117-138.
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Dal secondo segue con la (2)

g » y 1 —2if -
. p—ing PR) . _ e
e—i18 PV (cos 6)_”2)\)9 2

f,. I+ 2y F\(x; 2 ; 2ite—i0 sen 6)

e, con t == teid

bl A .

_ _pW _ _te—i . L or
g:n (2)\’ %) Pn (COS e) = ' 1F1()‘ ; 2\ H 2'1,t sen 0)‘
B poi noto sulle funzioni di BESSEL che

1 =5 .
J_1(@)= - (g) 2 e~ F\(\; 2h; 2¢6x);

e risalendo si ritrova 1’altro noto risultato

oo

62" @, ) (t sen 0).

1 g
PM(cos 8) = I‘()\ + §> et (f %}Lﬁ)g Ji_1
. 2

4. 11 polinomio di JacoBI che si presenta al secondo. membro

della (2') si pud trasformare con I’applicazione della' formula (?)

1—a\" (g (®+3
P® (“’)=(T) Pif"a’(m)

o =—2n —o—B8 —1.

Si ha

1—72\» (—n—2%, —n—12) z +3
2) P )

PR =m0 (5) ( 22

= (— 2i sen 0y gind P =" (4 otg 6),

Per la (1) segue

_ (—n—2x g d
P TR) =((_§n_2;+11’ Z%(— 24 sem o o0 P73 i otg ),
. 3

Inoltre
(= —2+1, n) = (—1)"(, n)
(—2n — 2\ + 1, n)==(— 1)"(n + 2}, n).

(?) G. Szead, Orthogonal Polynomials, New Jork, (1939), p. 63.
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E quindi, con la (2'), si conclude la seguente formula, trovata
per altra via e in altra forma da A. ANGELESCO (f),

s n)

—p—i L
oo (20 sen e)"P(n A 2)(—'a’ctg 6).

PY (cos 6) =
5. In un lavoro di W. N. BaiLey () si trova la formula sul
prodotto di due polinomi di Jacosr ad argomenti diversi

(— 1)”(0( + 1, 'n)(ﬁ + 1, n)
n!

ngy B) (x)P(,‘,’" B) )=

M3

(=DM aBal, m) (@t y\™ g (14 2y
o e+ 1, m)B+1, m)(n—m)!\ 2 ™ \x+y)/)’
Posto a =2 — 1, f=—n—), x=1¢, y=z,
da cui 2+ y=2(1 — 4sen?0), xy=—1-+ 8sen?b,

si ha per la (3)
(= 1)@\ m(—n—)+1, n)

(7)
[P3' (cos 6)]2 = a0

3 (— )"0, m)
'” 2\, m)(—n—A+1, m

1+4-4sen?b
_ + gym p(BA—1, —n—2)
)(n—m)!(1 4 sen*0)" P, (1—4sen" 0)’

e semplificando
(A, m)(A, n— )2\ + m, % — m)
(n — mj! '

1n
s ) :
4) [P‘n)(cos 0]* = o] Ozm

1+ 4 sen® 0>

R — ' 2 Ay (2i—1, —n—2) - . -
(1~ 4sep O)ij (1_.4 son® 6/

Prendendo invece le mosse dallo sviluppo in serie (%)

@, b5 65 @) e, b o5 )=, B0 MO GOZD MWy,

<y F{a +my b+ m; ¢+ 2m; x4+ y— ay),

() A. ANGELESCO, Sur des polynomes généralisant les polynomes de
Legendre et d’ Hermite, Thése - Gauthier - Villars, Paris, 1916.

() W. N. BaiLEY, On the product of two Legendre polymnomials with
different arguments, Proceedings of the London Mathematical Soclety, @),
41, (1936), pp. 215220,

(5) L. Toscawo, Formule di trasformazione e sviluppi sulle funzioni
ipergeometriche a -due variabili, -Annali di Matematica pura ed applicata,
(IV), XXXIII, (1952), pp. 119-134.

14
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1—x —_
conag=—n, b=n+ae+B+1, c=a+ 1, r=G—, yE—2—ﬂ,
dopo oppurtune semplificazioni si oftiene un’altra formula sul

prodotto di due polinomi di Jacosr:

(a+1,m) 2 (—1"(n+a+B+1, m)(—n—PB, m
Pl () Pip ¥ (g) = H 5 £ (oc-fl,m)wZz(! he.

. (1 — a_f;)m(l — y>mP(a+2m» 8) (xy,+ T+ Yy — 1) )

2 B) n—m 2

In questa facciamo a =20 —1, f=—n—) =2, y =gz, e
applichiamo la (3). Si ha

27 n) 2 (= H™R, m)
n! " (2, m)m!

[P (cos 8)]F = (4 sen® )PP =L =12 (1)

E poiche

(24 +2m—1, —n—) gy __ (EA + 2m, 1w — m).
P'n—:nm " ()= (n —m)! s

si conciude che
() [P (cos )] =

172 (— 170, m)3(2\ +Am, n — m)(2A + 2m, n — m)
= — 2 4
n!y™ m!(n —m)!

(sen? 6)™,

1
Se )\:§ questa ultima si specializza per i polinomi di LEGENDRE.

E poiche

1 (2m) !
50 ™) = gt 1

! !
(me + 1, n—-w):}y%, @2m+1, n — m) = %,
si ottiene
7 (—1)"2m)! (n +m) ' sen 6\
(6) [Pn (UOS e)]% = %ln (m V)4 (n —_ m)' ( 2 )

Le (4), (5), (6) non mi risultano note. Le (5) e (6), per quanto
semplici, si possono presentare in altra forma pit espressiva, in-
troducendo la funzione ipergeometrica ,F, di CLAUSEN.
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Si ha
\ 2 _T@h+n +m)
(2 + 2m, n — m) = TN+ 2m)
@2\, »+ m) (2X, n)(2\ 4+ n, m)
— pramted )
(22, 2m) 2tm (), m) ()\ -+ % , m)
per cui
[P (cos 0)]2 = @, mt g (—n miln+ 2, m) (0, m) sen
n b ne ™ !
(1 o (7\+ % m)(2)\, m)m !
e in conclusione
2), n)? :
5, P(l) COSe) 2—_—("—”) —n, '”'+2)" )‘; )‘+1’ 2)‘; sen*ﬂ °
n (%!)’ 32

Nel caso particolare dei polinomi di LEGENDRE vale la
B |
69 [P, (cos 0)]* =, F, (— n, B+ 1, 53 1, 1; sen? e) .

Le (5), (5, (6), (6") sono mnotevoli per la loro semplicita, e potreb-
bero rivelarsi utili.



