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Un’ osservazione sulla catena delle sizigie
di un ideale di funzioni theta.

Nota di FRANCESCO GHERARDELLI (a Firenze)

Sunto. - Si da una nuova dimostrazione del teorema secondo cui la ca-
tena delle sizigie di un ideale di funzioni theta ha lunghezza finita.

1. A. ANprEOTTI [1], trattando il problema della classificazione
delle supefficie irregolari, ha osservato che le funzioni theta, rela-
tive ad una data matrice di RIEMANN o'?2? eod ad una data forma
principale, formano un anello omogenes ¥ e ha dimostrato, fra
I’altro, i seguenti teoremi :

a) Y anello ¥ soddista alla condizione massimale ;

b) in ¥ vale I’ algoritmo delle sizigie di HILBERT, ciod il pro-
cesso di costruzione delle sizigie successive di un ideale di > ha
termine necessariamente dopo un numero finito di passi.

Nella dimostrazione di questi teoremi, data dall’ ANDREOTTI, si
fa ricorso a teoremi generali di Zariskr [8] per asserire I esistenza
di modelli aritmeticamente normali della varietd di PICARD rela-
tiva alla matrice w.

ANDREOTTI, ritenendo opportuna una costruzione piu diretta di
modelli aritmeticamente normali delle varietd di PicarD, ha pro-
posto a me di dimostrare che la catena delle sizigie di un ideale
di funzioni theta ha lunghezza finita, sfruttando proprieta di tali
funzioni.

Per questa via piu diretta si rifrova il risultato di ANDREOTTI
e si determina insieme (se @ & a divisori unitari) un certo =, tale
che i modelli delle varietad di P1carp, immagini proiettive dei si-
stemi lineari delle varieta di zero delle funzioni theta di ordine
n > n,, sono aritmeticamente normali.

2. Basta dimostrare il teorema, che abbiamo in vista, per

U,
1’ anello delle funzioni ®(u) (u— u., ) relative ad una matrice di
Uy
RIEMANN o' avente tutti i suoi divisori uguali all’ unita:
w7 = (nif | A) (E matrice unitaria, 4 =||a,, ||, @,, = a,,). Infatti,

8,...0

se o non & a divisori unitari, w=(xiD-!| 4) (D = <§l". ) ;
_ 0...3,

8,/8/ ... [8,), basta osservare che le funzioni theta dell’ anello

3[(niD—! | A)] appartengono anche all’anello S[(=éE | 4)] e quindi
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verificare che la lunghezza della catena delle sizigie di un ideale
di S non supera quella del corrispondente ideale di S (')

La nostra dimostrazione & basata essenzialmente sul seguente
lemma :

Ogni funzione theta dell’ anello S[(~iE | A)] di ordine kn, ©,,, si
puo esprimere come un polinomio nelle funzioni theta di ordine n,
appena n & maggiore di un cerio w,.

Per un teorema di MuHLY [6], questo lemma ci dice che i
modelli della variéti di Prcarp relativa alla matrice (niE | 4),
ottenuti come immagini proiettive dei sistemi lineari delle varieta
di zero delle funzioni theta di ordine »>n,, sono aritmeticamente
normali.

Di questo lemma daremo due dimostrazioni: la prima, valida
soltanto nel caso in cui la matrice » & a moduli generali, ci dice
che n,<4; la seconda, valida qualunque sia w, ci dk per =, il
limite superiore 2@»,

Sia » a moduli generali. In questo caso si pud seguire con
opportune varianti un procedimento seguito da W. WIRTINGER
([7] pag. 12). .

Cominciamo dal caso p—=1. Sia V, la curva ellittica (varieta di
Picarp ad una dimensione) relativa alla o ; indichiamo con G, il
gruppo di n punti individuato su V, da una funzione theta di
ordine % e con | &, | la serie lineare completa g,”"—' determinata
su V, dal sistema di tutte le funzioni theta di ordine .

Consideriamo su V, le serie lineari | G,_, | + G,V | G,—;| + G,
(n>>4), dove G, e G, sono i gruppi di zero di due funzioni
theta del secondo ordine, ©,'” e 0, (0," 3=0,?). Dico che la serie
lineare g,, a cui appartengono tali g"—? coincide colla serie lineare
completa | G, | : infatti, la dimensione della serie lineare comune
alle due g"—3 & »—5 (*). Ne segue che ogni 0, ellittica si pud espri-
mere come un polinomio nelle funzioni theta di ordine minore o
eguale a quattro (%)

Di qui poi, si deduce facilmente che le 0,, ellittiche, di ordine
multiplo di quattro, si esprimono come polinomi nelle ®,. Verifi-

(1) Osservazione dovuta ad ANDREOTTI, cfr. (1], pag. 39.

(?) Per il metodo usato nel calcolo della dimensione della serie cui appar-
tengono le due g»—3 cfr. [2], pag. 366.

(3) Se al posto della 8,4 si considera la theta del primo ordine si ottiene
il risultato pilt preciso: ogni 6, ellittica si pud esprimere come un polino-
mio mnelle funeioni theta di ordine minore o eguale a tre. Perd, per il
seguito, ci & pilt utile ’enunciato del testo.
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chiamo il lemma per induzione, atteso che esso & manifestamente
vero per m = 1. Per quanto si & detto sopra si ha:

4'n~A®(l)+AO(2)

con 4, e A, funzioni theta di ordine 4m —2>>4 e quindi: -

2

Ai = Z; 4,0,9 (=1, 2),
cioé:
1) ‘ » O = E Aije)zmez(j)a

i
colle 4, funzioni theta di ordine 4(m — 1). Per il lemma ammesso,
le A;; sono esprimibili per le ©,; dalla (1) si deduce poi la voluta
rappresentazione delle ©,,, per le 0,.
Sia ora p > 1. Si faccia tendere con continuitd la matrice qua-
.a"...a,,,> o _ (%---9) _ .
drata 4 :( : : ) alla forma diagonale A= : .. : | cioe si
[/ 0...a,,
faccia degenerare la varietd di P1cARD, V,, relativa alla w = (niE| 4),
nella varieth V, prodotto di p curve ellittiche. Di conseguenza (“)
ogni O,[u(niE | A] tendﬂ al prodotto di p®,, elhttlche 0, (v, u,, ..

U,) — O, (u,)0(u,) ... ,.(u,,) e viceversa il prodotto I] O Wu; | ay), di

p 0, ellittiche, relative alle matrici (x¢ | a;;), si pud sempre conside-
rare come limite di qualche ©,(u,, u,,.., u, appartenente alla
matrice (xiE | A).

Consideriamo ora p sistemi di 4m ©,, ellittiche linearmente
indipendenti (l.1i.), relative alle matrici (x¢ | a,,)...(x¢ | @,,), che scri-
viamo in un quadro cosi:

OLh(1,) oo O (1)
(@) (l) o (79 I Oﬂm)(uz)
@‘”( oo “,::"( )
I (4m)? prodotti:
i (i) . . : 5
3) O ) . OB,) (B, sy ey G =1, 2,..., d4m)

ci danno evidentemente (4m)? funzioni theta di ordine 4m, appar-
tenenti alla matrice (n¢E | 4) 1. i.; esse si possono considerare come

(*) Cfr. [7], pag. 14 e [3], pag. 248.
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limiti di altrettante ©,, appartenenti alla matrice (xiE | 4): ancora
i., perche O, [u(xiE | 4)] linearmente dipendenti non possono
diventare 1. i. nel passaggio dalla matrice 4 alla matrice 4.
Ogni O (u) (i =1, 2,..., p; j=1, 2,..., 4m) del quadro (2), per
il lemma dimostrato nel caso p =1, si pud esprimere come un poli-
nomio nelle ©,(u,). Ne segue che i (4m)? prodotti (3) risultano in
definitiva polinomi nelle funzioni theta del quarto ordine apparte-
nenti alla matrice (wiE | 4). Tornando alla matrice (n¢E|4) & chiaro
che si ottengono cosi (4m)? O, [u(xil | 4)] 1.i. — e qmndl tutte le
0,,[u(mil | A)] — espresse come polinomi nelle tunzioni theta del
quarto ordine.

3. Sia ora o®®” a moduli qualsiasi. Vale il teorema ([5],
pag. 406): Ogni funzione theta dell’ anello S(w) si puod rappresentare
come un polinomio omogeneo wnelle 2°F funzioni theta del primo
ordine con caratteristica bipartita. Indicando con 3[e)(«) le funzioni
theta del primo ordine con caratteristica bipartita, il teorema signi-
fica che fra i prodotfi

@) I:i,.ir[e"](u)

esistono n? ©, 1.1i..

Se n > 2!, certamente nelle espressioni (4) una S[s](u) & ripe-
tuta almeno due volte, ma una 3¥e¢‘|x) & una funzione theta del
secondo ordine appartenente all’anello ¥(w); quindi ogni funzione
theta di ordine » > 2?7 si pud rappresentare come una somma di
prodotti di funzioni theta di ordine » — 2 per funzioni theta del
secondo ordine: ©, = 20 ,04 (n >27).

Di qui, il lemma enunclato in 2 discende ormai senza diffi-
colth. Si consideri una qualunque funzione theta di ordine multi-
tiplo di 2?2, ©,,%r; per quanto si & dimostrato:

(6) O, = X 4,0,
%

dove le A; sono funzioni theta di ordine k2*» — 2. Applicando suc-
cessivamente la proprieth espressa dalle (5) si ottiene:

(6) Opr= X Aiiy ...i(y2p—1)O; RUCKCINCRLIC SR
iyig . 1(2?1) 1)

dove le Ai,...i(,2p—1) sono funzioni theta di ordine (k— 1)2?. Per
induzione rispetto a k dalla (6) segue che ogni 0,,2r si pud rappre-
sentare come un polinomio nelle ©,2». -
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4, Siamo ora in grado di dimostrare il teorema che & lo scopo
principale di questa Nota.

Le funzioni theta dell’anello S[u(niE | A)] di ordme multiplo
di n, (n, =4 oppure n, = 2'? secondo che » & o no a moduli gene-
rali) formano un sottoanello ¥,. Dimostriamo che in %, vale algo-
ritmo delle sizigie.

Siano 91,'0’ ('Dg'o",p'no” funzioni theta di ordine #, l.i., mediante
le quali si esprimono tutte le theta dell’anello ,. Posto ac‘—-@“'
(¢=1, 2,..., n,?), si consideri l’anello K[!, a ..., 2t%")] dei poh-
nomi omogenei sul corpo K dei numeri complessi e sia I I’ideale
primo dei polinomi di K[z}, 2% ..., 2%")] che si annullano identica-
mente quando si pone xi:®£f(’). Per il lemma dimostrato, K[z',
22, ..., xn"]/I & isomorfo a ¥,. Valendo il teorema di HILBERT in
K[z, 2,..., 2")] () esso vale altresi in K[x!, at,..., 0%/, ciod in 3,.

Dopo di che, per giungére alla dimostrazione completa del teo-
rema, si pud riprendere il procedimento tenuto da ANDREOTII in [1].
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