BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

HEINRICH GUGGENHEIMER

Sopra una successione esatta e sulle
modificazioni delle varieta kihleriane di
dimensione quattro.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 10
(1955), n.2, p. 153-160.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1955_3_10_2_153_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamente
per motivi di ricerca e studio. Non € consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1955_3_10_2_153_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1955.



Sopra una successione esatta e sulle modificazioni
delle varietd kiihleriane di dimensione quattro.

Nota di HEINRICH GUGGENHEIMER (a (Gerusalemme)

Sunto. - Si studiano certe corrispondenze fra varietd kihleriane, dette
modificazioni, e ¢l loro modo di operare sui gruppié di co-omologia.

1. - Sia V, una varietd (') analitica complessa, a & dimensioni
complesse, dotata di una metrica kithleriana. Una forma differen-
ziale esterna si dice di tipo (r, s), se & omogenea di grado » nelle
dz; e di grado s nelle dz, in un sistema locale di coordinate ammis-

(!) La parola « varietd'» va sempre intesa in senso topologico, vale a.
dire senza singolarita.
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sibili. Il tipo & un invariante globale della forma quando esso &
definifo [1]. Indicheremo con:
d la derivata esterna di una forma,

d’  la derivata esterna parziale, operante soltanto sulle dz,
la quale trasforma una forma di tipo (r, s) in una di
tipo (r + 1, s), _

d”- la derivata esterna parziale, operante soltanto sulle dz
la quale trasforma una forma di tipo (r, s) in una di
tipo (r, s+ 1); d=d' + d”,

*+ Dlaggiunta di HopeE-DE RaM,

e porremo, come al solito
) S=—sxdx, F=—=xdx, 3"=—xd"x,
) A=dd +3d, AMN=A"=A.

In virth dei teoremi di Hopae [1], ogni forma ¢ definita su V
avente un sostegno compatto & dotata delle scomposizioni seguenti
ciascuna delle quali & unica

¢=p+d o +3p
(2) =p+d d +3p
:P_-"‘dl, 0'"-*—8" Il’

’

ove Ap=0.

11 prodotto scalare di due forme ¢», ¢» & definito dalla
@ o D=[eAsv
14

e si ha, per le forme a sostegni compatti 1], [3],

@ e, =1 )5 (o P=(p 395 (@7 Y)=(9 3"Y).
Rileviamo anche le formule [1], [3],

_ dl/d’ + d’dl’ — O dl 8’/ + slldl — 0

(O) 8!’ 8! + 8’8” e 0 dl/al + 8/ dl’ P 0.

‘W. V. D. HopgEe ha dimostrato [t] che, per le forme a sostegni
compatti, )
d'¢=0 implica ¢=p +d'¢’
d’9 =0 implica ¢=yp + d"s"

d'¢=d"9=0 implica 9=y + d'd’s.
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Ne risulta che i gruppi, definiti sulle forme a sostegni compatti
H?=|{gr|d e=01}/l¢rje"=d" ¢ |
(6) H'»= g’y =01/ ¢g" = d"§" |
Hr —| (PP/dQ? —_ d"t.p =0 l” <?p/q'r — d'dnq),._, {
sono tutti isomorfi al gruppo di co-omologia a sostegni compatti

definito su V. In base alle proprieta degli operatori d’' e d”, i
gruppi si decompongono come segue

H» = = H{,

r+s=p
H'P=— 3 HP
() rramp )
B = X Hi,y

r+s=p

dove i gruppi H("ff)s), ecc. sono definiti sulle forme di tipo (7, s)
soltanto.

2. In aggiunta alle formule di Hopek dimostreremo che
d'o=28"9=0 implica ¢=yp + d'd
d"o=¢%¢=0 implica ¢o=p+d"¥a.
Per ragioni di simmetria, la dimostrazione occorre soltanto

per uno dei due enunciati. Nel primo caso si ha d¢ =0,
quindi :

p=p+do=yp+ dd"o+ d3'7. 3¢ =0 implica allora 8"d"d'p =0,
ma .

(dl’d/lo, d’ld,P) —_ (le’ slldlldlp) e 0

implica d”d’p =0 essendo il prodotto scalare definito positivo [1].

Si hanno dunque altri due gruppi di co-omologia ordinaria a
coefficienti reali:

8 W= g7/d o =3"9 =01/ |¢7)p =d'3"¢}
® Tr=1grjd'e="0=01/|¢r/o=d"> ..
3. Sia ora W, una sottovarietah kileriana di V,. Coi procedi-
menti usuali della topologia algebrica, ciascuno dei gruppi definiti
finora da luogo ad una successione esatta di co-omologia [3]:
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— HE W) 2 BER (V, W) — B (V) — HEH §(W)  —
— HP§(W) — B LIV, W) -—HJ;“L,(V) —»H(ﬁ?in(W) —

— HY (W) — BRAS oV, W) — BRLS (V) — R arn(W) —
— 3, (W) — 3l s—iy(V, W) — Bl i1, 5= V) — Hhry, s—1)( W) —
— R, )W) — B, s41y(Vs W) — Bt s4)(V) — Hht, 5 o) W) —

Qui si hanno gli isomorfismi

Hir, 5) (V) 22 Hir, 5) (V) 2 Hir, 5) (V) 2 Her, 5) (V) 23, 9y (V)
Hir, (W) =2 Hiy, s (W) 2 Hr, o) (W) 22 Hir, o W) 22 Fogrr, 5)( W)

(10)

essendo il rango p, (X) del gruppo H,,,(X) uguale al numero '
delle forme armoniche linearmente indipendenti contenute nel
gruppo (X—=V o W). Invece, nulla & noto sui gruppi H,, ,(V, W)
ecc. che figurano nelle successioni, poiché risulta dalla costruzione
delle sucoessioni che si debbono ammettere necessariamente delle
forme prive di sostegno compatto in V — W, ossia delle forme il
cui sostegno & I’intero spazio V— W.

4. Una modificazione kihleriana di V in W & una trasforma-
zione di V in una varietd kihleriana V' della stessa dimensione,
che sia biunivoca e olomorfa in V — W e tale che un intorno di
W in V sia trasformato nell’intorno di una sottovarieta W’ di V7,
essendo W' uguale a V' — (immagine di V— W).

In questo caso si ha

3‘ﬁ(hs)(1/ W) J'6(1“’8)(17 W)
(": S){V> W)=%(rv s)(‘fl’ )
(11) H,, (V, W)2H,,,(V, W)
Hiy, 9(V, W) 22 Hir, 9(V', W)
Hy, (V. W) 2 Hiy, (V' W).
Tutti i gruppi che figurano nelle nostre successioni esatte sono

degli spazi vettoriali sul corpo dei numeri complessi. Ma, se una
successione di spazi vettoriali A4; & esatta,

0 Ay e Ay — Ay — e e A, — 0.



(12)
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se ne deduce per i ranghi
.
2 (— 1) rang (4,)=0.
1=0 : -

Paragonando le equazioni che si deducono dalle successioni
esatte in V, W ed in V', W’ rispettivamente, si ottiene:

da H'

k—r k—r
2 (1P, A V)= D, (W) = 2 (—1)(p,, V)=p,dW)) r=0,1,.., k

s=0 =

da H”
k—s - ' k—s :
Eo(— 1) (p,, {V)—p., {W)) =r§ 0(—1)"(1%, (V)=p,, (W) s=0,1,... k
da H
k—r .
on(— Vi(Ppir, AV) — Ppger, W) =
- k—r R
:i—Eo(— 1)i(pr+h i( V')*pr-{»-i_- t’( W’)) r= 05 -l: seey k
k—s .
Eo(— D{(pi, s4d V) — Py, e W) =
k—s
———:0(— (e, sx-d V) — piy (0 d W) s=0,1,..., k
da #
k—r ) )
EO("‘ Vi Pyiiy =il V) — Dyt 1 W) =
r—r ’
=i_20(“‘ VAP ity 4= V)= Dty 1= W) 7=0,1,..., k
da 7t
k—s . )
'_Eo(-— D0, il V) — Piet, il W)) =

,0—‘3 i ’ 73
=£‘0(_ Di(Ps—ty sail V) = Pp—i, eqd( W) s=0,1,..., k

5. Sia ora k=4, e poniamo ¢;,= p,;, ; (V)— p,, (W) —p;, , (V') +
+ p;, (W'). Le equazioni scritte sopra danno la tabella:



0= oby - e, 2y ey 10,
0= 08y 3y 4 i, _
= %) 4 g —
— 01y .
O =
0 ="
0= gy vy
= ¥y — ey — &)
= g — 82y 4 8y 4%
— 0ry 4 18y 33, . By ro,
= %
0= Wy em 0gy
0= Wy - e, 03,
— gy . ey 4 15y oty
0= 10y
0= Py
= %) +- ty —
= Yoy 8y 4 3y
0="+ g8y 3y 4 Ty
0=""0+ veg vy 4 My 1o,
0= &y 4 28y 83y 4 8y .
0= ¥ + ¥y — 5 +- iy —
0= vy 4 ey 15, 4 My .
0= Oy 4 08y 03y 4 01y
0="" +o %" 4+ —%
0= ¥ 485y 38y 4 185 __ 0%, .
O — ) vNO +ma0 Iaao + :0 _ oaO
0= Yig 4 g =315 - 11y 0y

O.III»

20,

€0y

€0y

NoQ

aoQ

aeQ

10,
00,
10,
00,
10 )
oouv

Oy 4 805 __ 30 4 g 00,
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Ci si convince senza difficoltdh che fra queste 29 equazioni
nelle 25 quantitd c;;,, 26 sono linearmente indipendenti, la solu-
zione del sistema & dunque quella banale

C,'k = O.

Prima di passare all’interpretazione di questo risultato, ricor-
diamo che [2] i caratteri p,(X) di una varietd kihleriana X di
dimensioni x soddisfa alle condizioni :

Dix = Pii == Pa—i, 2~k > Pa—p, 2—i-

Nella successione esatta che fornisce la quinta tra le equazioni
della tabella

0 —_’H:’O(V’ ‘/II)_’H:’O(V)—’H:yo(W);’H:7l(V, W)—' e
si ricava
H, (V)= H,,(V, W)

poiche H, ((W)=0 in virta di dim W < 4 (tutte le dimensioni
sono complesse). Se ne ricava l’invarianza dei generi geometrici
rispetto ad una modificazione : :

Po, i(V) = po, (V).

Questa invarianza vale per le modificazioni delle varieta di
dimensioni qualunque [4], nel nostro caso (come del resto per ogni
varietd di dimensione > 4) si ottiene che una varietdh W' non
pud corrispondere ad un’altra W in una modificazione altro che se
i generi sono identici :

Lo, i (W) = py, :(W).

(Per dim =5 si ottiene soltanto 1’identita dei generi aritmetici).
"Per Vulteriore discussione occorre distinguere diversi casi. Per
semplificare I’enumerazione, supporremo dim W < dim W'. La
formula scritta sopra da allora P, aim w) =0:

Ogni varieta, immagine di une vorietd di dimensione inferiore,
in una modificazione di una varieta di dimensione <4, ha il ge-
nere geometrico nullo.

6. dim W'=3

Pon(W) =Pos(W') = pao W) = pgo(V') — pso V) = 1o V') —

—0(V)=p (W) — po( W)
(14)  Pos W) =poo( W') = pg,( W)

P W)=p(W)=0
Pu(W)=1=p (W) — p,)(W) =pu(W’) = p,,(W).
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Si vede facilmente che in ciascuno dei casi possibili (dim W=
=0, 1, 2) i numeri p,;, (W’) sono identici ai numeri p,, del prodotto
diretto di W con uno spazio proiettivo complesso di dimensione
3-dim W (?). Le modificazioni sono delle dilatazioni [4].

7. dim W'=2, :

Si pud escludere il caso dim W=0. Per una Vameta kahlerlana
si ha

pi(WH=1, i< dim W’
quindi in ogni caso
pn(W)=1

Ma ‘
(15) Pu(W') = p(V) — pu(V') = Py V) — 05 V') = p3( W)
ciod dim W’'=3:

Ogni modificazione kdhleriana di una varietd in un punto, tra-

sforma tale punto in una ipersuperficie.
Sia allora dim W —1, segue che

Paur(W') = po,(W') = po,(W),
(16) Pe(W') =1
(W) — (W) = pu(V') — pu(V) = 05s(V') — pas( V) =
=Pup(W') — pos(W) = 0. (p(W)=1).-

L’ ultima relazione mostra che questa trasformazione non rientra
nella categoria delle dilatazioni.
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(*) Per dim W=0 si ha un caso particolare di un teorema dovuto a
M. AEPPLI



